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摘要    信息粒度与熵理论是两种有效进行信息系统中不确定性研究的重

要工具, 已有许多成功的应用范例. 文中研究了不同二元关系下信息系统中

信息粒的刻画和表示, 给出了信息系统中信息粒度的公理化定义, 证实了一

些已有的信息粒度度量都是其特殊形式. 发展了信息系统中的熵理论, 证明

了这些熵度量的粒化单调性. 同时, 在信息系统意义下, 建立了信息粒度与

熵之间的互补关系. 这些研究统一了完备信息系统与非完备信息系统中不确

定性度量的相关结果. 
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粒度计算, 是 Zadeh 于 1996 年首先提出的[1]. 他认为, 人类认知主要基于 3 个主要概念,

即粒度(包括将全体分解为部分)、组织(包括从部分集成整体)和因果(包括因果的关联). 而粒度

计算是一把大伞, 它覆盖了所有有关粒度的理论、方法论、技术和工具的研究[2~4]. 作为复杂

问题求解的有力工具, 粒度计算在粗糙集理论、概念格、知识工程、数据挖掘、人工智能、机

器学习等领域有着潜在的应用[5~12], 已成为信息科学的研究热点之一.  
粒度计算理论的研究主要有 3 个比较成熟的模型: 1) 词计算理论[1,2]、2) 粗糙集理论[13]、

3) 商空间理论[14~16].  
信息粒度主要研究信息系统中信息或知识的不确定性问题. Wierman提出了粒度度量的概

念来度量信息的不确定性, 在其提出的公理化约束下该定义和 Shannon 熵具有同样的形式[17]. 
梁吉业等研究了完备信息系统和非完备信息系统中的信息粒度, 并将其成功应用于属性重要

性度量、特征选择与决策规则获取等方面[18~20]. 钱宇华等则引入了具有直观知识含量特征的组

合粒度来度量信息系统中的粒度大小[21].  
熵的概念起源于经典热力学, 用来度量系统的无序程度, Shannon 借用熵的称谓, 定义了
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量化一个离散型随机变量的随机性大小的量度[22], 称之为信息熵或随机熵. 今天, 熵被广泛用

于不确定性度量. Düntsch 运用 Shannon 熵对粗糙集理论中的规则进行度量[23]. 文献[24,25]应
用 Shannon 熵的变形研究了粗糙集和粗糙关系数据库的不确定性信息度量. 1968 年 Zadeh 首
先提出了模糊熵的概念, 用来量化模糊集合的模糊性. 1972 年 de Luca 和 Termini[26] 引入了一

个模糊集熵的公理化构造方法, 并给出了一个模糊集模糊性的距离度量、相似性度量以及这些

度量之间的关系. 文献[27]给出了一种新的模糊熵并有效地应用到基于划分的模糊粗糙集的

模糊性度量. 梁吉业等提出了一种信息增益具有补特征的信息熵, 并给出其条件熵和互信息, 
指出这个熵也是一种模糊熵, 并应用于度量粗糙集和粗糙分类的模糊性[28]. 钱宇华等则在非

完备信息系统中引入组合熵的概念, 其信息增益函数具有可能知识含量的特性, 并用于度量

非完备信息系统的不确定性[21].  
本文统一了完备信息系统与非完备信息系统中的不确定性度量方法, 通过引入一个偏序

关系 ′≺ , 给出了信息系统中信息粒度的公理化定义, 指出了一些已有的信息粒度度量都是其

特殊形式. 进一步发展了非完备信息系统中的熵理论, 证实了信息系统中熵的粒化单调性, 并
建立了信息粒度与熵之间的互补关系. 这些结果为信息系统中不确定性研究提供了有效工具. 

1  信息系统中的信息粒 

1.1  完备信息系统 

形式上, ( , )S U A= 是一个信息系统, U 表示对象的非空有限集合, A 表示属性的非空有限

集合, 任意属性 ,a A∈  :a  aU V→ 是一个映射, 其中 aV 称为 a 的值集.  

对于给定信息系统 ( , ),S U A=  若任意属性 ,a A∈  aV 不含空值, 则称 S是一个完备信息系

统[19,20,29]. 
设 ,P A⊆  定义等价关系: 

IND( ) {( , ) | , ( ) ( )}.P u v U U a P a u a v= ∈ × ∀ ∈ =  

显然, IND( ) IND({ }).
a P

P a
∈

=∩   

这里, / IND( )U P 构成 U 的一个划分, 称其为 U 上的一个信息, 其中每个等价类称为一个

信息粒. 信息粒度则是对关系(或属性集)P 下信息粒(等价类)大小的平均度量. 
特别地, 如果 / IND( ) { | { }, },U P X X u u Uω= = = ∈  称其为恒等关系; 如果 / IND( )U P δ=  

{ | { }},X X U= =  称其为全域关系.  

1.2  非完备信息系统 

在一些情形下, 对一个对象而言, 一些属性值可能是缺损的. 例如, 在医学信息系统中, 
可能存在这样一组病人, 它们不能执行所有要求的检查. 一种解决方法是这些缺损值可以通

过对应属性的所有可能值的集合来表示. 为了表示这种情形, 一个区分值(即空值)通常安排给

这些属性.  
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在信息系统 ( , )S U A= 中, 如果至少存在一个属性 ,a A∈  aV 包含空值, 则称 S 是一个非完

备信息系统, 用*表示空值[19,20,29].  
设 ,P A⊆  定义相容关系[29]:  

SIM( ) {( , ) | , ( ) ( )P u v U U a P a u a v= ∈ × ∀ ∈ =  or ( ) *a u =  or ( ) *}.a v =  

显然, SIM( ) SIM({ }).
a P

P a
∈

=∩   

令 ( )PS u 表示对象集{ | ( , ) SIM( )}.v U u v P∈ ∈  ( )PS u 是与 u 不可区分的对象的最大集合(相

对 P 而言).  

令 P� 表示分类, 即一族集合{ ( ) | }.PS u u U∈  P� 构成U的一个覆盖, 即对于每一个 u U∈ 有

( ) ,PS u ≠ ∅  且 ( ) .Pu U
S u U

∈
=∪  这里, 称 P� 为U上的一个信息, 其中每个相容类称为一个信息

粒. 信息粒度则是对属性集 P 下信息粒(相容类)大小的平均度量.  

特别 地 , 如果 { ( ) | ( ) { }, },P PP S u S u u u Uω= = = ∈�  称 其为恒等 关系 ; 如果 P δ= =�  

{ ( ) | ( ) { }, },P PS u S u U u U= ∈  称其为全域关系. 

例 1  考虑表 1 中几个小汽车的描述[20,29].  

表 1  一个关于小汽车的非完备信息系统 
Car Price Mileage Size Max-Speed 
u1 High Low Full Low 
u2 Low * Full Low 
u3 * * Compact Low 
u4 High * Full High 
u5 * * Full High 
u6 Low High Full * 

 
这是一个非完备信息系统,其中 1 2 3 4 5 6{ , , , , , },U u u u u u u= 1 2 3 4{ , , , },A a a a a=  这里 1,a 2 ,a 3,a  

4a 表示 Price, Mileage, Size, Max-Speed. 通过计算, 可得 

1 2 3 4 5 6{ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )},A A A A A AA S u S u S u S u S u S u=�  

其中, 1 1( ) { },AS u u=  2 2 6( ) { , },AS u u u=  3 3( ) { },AS u u=  4 4 5( ) { , },AS u u u=  5 4 5 6( ) { , , },AS u u u u=  6( )AS u =  

2 5 6{ , , }.u u u   

令 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , }.mU A X X X= …  如果我们把它看作一个

属性取值不包含空值的非完备信息系统, 则 1 2 | |{ ( ),  ( ),  ,  ( )}A A A UA S u S u S u=� … [20,21]. 不妨令集合

1 2{ , , , },
ii i i isX u u u= …  其中 | | ,i iX s=  1 | |,m

ii s U
=

=∑  则存在以下关系 

1 2( ) ( ) ( ),
ii A i A i A isX S u S u S u= = = ="  2

1
| | | ( ) |.

is

i A ik
k

X S u
=

= ∑  

因此, 如果不需要区分完备信息系统和非完备信息系统, 可以把信息系统中的信息统一

表示为向量  1 2 | |( ) ( ( ),  ( ),  ,  ( ))A A A UK A S u S u S u= … [20,21]. 特别地, 恒等关系可以表示为 | |U 维向量
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1 2 | |({ }, { }, ,{ });UP u u uω= =� …  同理 , 全域关系也可以表示为 | |U 维向量 P δ= =� ({ },{ },U U  

,{ }).U…   

令 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, , ,P Q A⊆  1 2/ IND( ) { , , , },mU P X X X= …  / IND ( )U Q =  

1 2{ , , , },nY Y Y…  1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),P P P UK P S u S u S u= …  1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),Q Q Q UK Q S u S u S u= …  其中

1 2{ , , , },
ii i i isX u u u= …  1 2{ , , , },

jj j j jtY u u u= …  则 ( )K P 与 / IND( )U P 中的元素之间存在以下关

系 

1 2( ) ( ) ( ),
ii P i P i P isX S u S u S u= = = ="  2

1
| | | ( ) |.

is

i P ik
k

X S u
=

= ∑  

同理, ( )K Q 与 / IND( )U Q 中的元素之间存在以下关系 

1 2( ) ( ) ( ),
jj Q j Q j Q jtY S u S u S u= = = ="  2

1
| | | ( ) |.

jt

j Q jk
k

Y S u
=

= ∑  

在本文以下的许多定理证明中将多次使用这种表达方式.  

2  信息粒度的公理化方法 

2.1  偏序关系“ ′≺ ” 

设 ( , )S U A= 是一个信息系统 , , ,P Q A⊆  1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),P P P UK P S u S u S u= …  ( )K Q =  

1( ( ),QS u 2 | |( ), , ( )).Q Q US u S u…  我们定义一个二元关系 ′≺ :  

( ) ( )K P K Q′≺ ⇔ 如果任意的 {1, 2, , | |},i U∈ …  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  其中 ( ) ( ),P iS u K P∈  

( ) ( ).Q iS u K Q∈  这里简记为 .P Q′≺   

进一步 , ( ) ( )K P K Q= ⇔ 任意的 {1,2, ,| |},i U∈ …  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u=  简记为 ;P Q≈  

( ) ( )K P K Q′≺ ⇔ ( ) ( )K P K Q′≺ 且 ( ) ( ),K P K Q≠  简记为 .P Q′≺  

令 ( , )S U A= 是一个信息系统, 记 { ( ) | }.K P P AΚ = ⊆   

定理 1  ( , )Κ ′≺ 是一个偏序集.  

证明   令 , , ,P Q R A⊆  1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),P P P UK P S u S u S u= …  1 2( ) ( ( ), ( ), ,Q QK Q S u S u= …  

| |( )),Q uS u 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )).R R R UK R S u S u S u= …  

1) 任意的 ,u U∈  都有 | ( ) | | ( ) |P PS u S u= 成立, 因此 .P P′≺   

2) 假设 P Q′≺ 和 .Q P′≺  从上面的定义, 我们能够得到: 

P Q′≺ ⇔ 任意的 {1, 2, ,| |},i U∈ …  都使得 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  其中 ( ) ( ),P iS u K P∈  ( )Q iS u ∈  

( );K Q  
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Q P′≺ ⇔ 任意的 {1,2, ,| |},i U∈ …  都使得 ( ) ( ),Q i P iS u S u⊆  其中, ( ) ( ),Q iS u K Q∈  ( )P iS u ∈  

( ).K P   

因此, 我们有 ( ) ( ) ( ),P i Q i P iS u S u S u⊆ ⊆  即 ( ) ( ).P i Q iS u S u=   

所以, 任意的 iu 都有 ( ) ( )P i Q iS u S u= , 即 .P Q≈   

3) 假设 P Q′≺ 和 .Q R′≺  从上面的定义, 我们能够得到: 

P Q′≺ ⇔ 任意的 {1, 2, ,| |},i U∈ …  都使得 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  其中 ( ) ( ),P iS u K P∈  ( )Q iS u ∈  

( );K Q   

Q R′≺ ⇔ 任意的 {1,2, ,| |},i U∈ …  都使得 ( ) ( ),Q i R iS u S u⊆  其中 ( ) ( ),Q iS u K Q∈  ( )R iS u ∈  

( ).K R   

因此, 任意的 {1,2, ,| |},i U∈ …  我们有 ( ) ( ) ( ),P i Q i R iS u S u S u⊆ ⊆  即 ( ) ( ),P i R iS u S u⊆  所以 .P R′≺  

由上可得, ( , )Κ ′≺ 是一个偏序集. 证毕. 

2.2  信息粒度的公理化定义及其性质 

定义 1  设 ( , )S U A= 是一个信息系统, 若 P A∀ ⊆ 有实数 ( )G P 对应, 且满足:  

1) ( ) 0G P ≥  (非负性); 

2) , ,P Q A∀ ⊆  若 ,P Q≈  有 ( ) ( )G P G Q=  (不变性); 

3) , ,P Q A∀ ⊆  若 P Q′≺ 时, 有 ( ) ( )G P G Q<  (单调性); 

则称 G 为信息系统 ( , )S U A= 上的信息粒度.  

信息粒度其实是对信息细化的不同层次的平均度量.  
定理 2(极值性)  设 ( , )S U A= 是一个信息系统, ,P A⊆  则当 ( )K P ω= 时, ( )G P 取得最

小值; 当 ( )K P δ= 时, ( )G P 取得最大值. 

证明   令 1 2 | |( ) ({ }, { }, ,{ }),UK u u uω = …  ( ) ({ },{ }, ,{ }).K U U Uδ = …  因此 , 任意的 ,R A⊆  

1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),R R R UK R S u S u S u= …  我们有 { } ( )i R iu S u⊆ ( ),iu U∈  即 .Rω ′≺  同理 , 我们有

( )R iS u U⊆ ( ),iu U∈  即 .R δ′≺   

从定义 1 中的 2)与 3)可知, ( ) ( ) ( ).G G R Gω δ≤ ≤  证毕.  

下面一些定义是信息粒度的不同特殊情形.  
定义 2[18]  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则 A 的信息

粒度定义为  

 2
2

1

1GK( ) | | ,
| |

m

i
i

A X
U =

= ∑  (1) 
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其中 2
1
| |m

ii
X

=∑ 是由
1
( )m

i ii
X X

=
×∪ 决定的等价关系中元素的个数.  

如果 / IND( ) ,U A ω=  则 A 的信息粒度达到最小值 2| | / | | 1/ | | .U U U=   

如果 / IND( ) ,U A δ=  则 A 的信息粒度达到最大值 2 2| | / | | 1.U U =   

定理 3  定义 2 中的 GK 是定义 1 意义下的一个信息粒度.  
证明  1) 显然,非负性成立.  
2) 令 , ,P Q A⊆  则 完 备 信 息 系 统 下 的 信 息 1 2/ IND( ) { , , , }mU P X X X= … 和 信 息

1 2/ IND( ) { , , , }nU Q Y Y Y= … 可 表 示 为 信 息 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( ))P P P UK P S u S u S u= … 和 信 息

1( ) ( ( ),QK Q S u=  2 | |( ), , ( )).Q Q US u S u…   

如果 ,P Q≈  则任意的 {1,2, ,| |},i U∈ … 都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u=  即 | ( ) | | ( ) | .P i Q iS u S u=  因此,我

们有 
| |

2
2 2

1 1
| |

2
2 2

1 1

1 1GK( ) | | | ( ) |
| | | |

1 1| ( ) | | |
| | | |
GK( ).

Um

i P i
i i
U n

Q i j
i j

P X S u
U U

S u Y
U U

Q

= =

= =

= =

= =

=

∑ ∑

∑ ∑  

3) 令 , ,P Q A⊆  且 ,P Q′≺ 则任意的对象 ,iu U∈  我们都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  | ( ) |P iS u ≤  

| ( ) |,Q iS u  并且存在某个 0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂  0 0| ( ) | | ( ) | .P QS u S u<  所以 

0

0

| |
2

2 2
1 1

| |

02
1,

| |

02
1,

| |
2

2 2
1 1

1 1GK( ) | | | ( ) |
| | | |

1 | ( ) | | ( ) |
| |

1 | ( ) | | ( ) |
| |

1 1| ( ) | | |
| | | |
GK( ).

i

i

Um

i P i
i i

U

P i P
i u u

U

Q i Q
i u u

U n

Q i j
i j

P X S u
U U

S u S u
U

S u S u
U

S u Y
U U

Q

= =

= ≠

= ≠

= =

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟< +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

=

∑ ∑

∑

∑

∑ ∑

 

由此可得, 定义 2 中的 GK 是定义 1 意义下的一个信息粒度. 证毕. 
定义3[20]  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= … 则A的

信息粒度定义为 

 
| |

2
1

1GK( ) | ( ) |.
| |

U

A i
i

A S u
U =

= ∑  (2) 

若 ( ) ,K A ω=  则 A 的信息粒度可取得最小值 2| | / | | 1/ | | .U U U=   
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若 ( ) ,K A δ=  则 A 的信息粒度可取得最大值 2 2| | / | | 1.U U =  

定理 4  定义 3 中的 GK 是定义 1 意义下的一个信息粒度.  
证明  1) 显然, 非负性成立. 
2) 令 , ,P Q A⊆ 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( ))P P P UK P S u S u S u= … 且 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )).Q Q Q UK Q S u S u S u= …  

如果 ,P Q≈  则任意的 {1,2, ,| |},i U∈ …  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u=  即  | ( ) | | ( ) | .P i Q iS u S u=  因此,我们

有 
| | | |

2 2
1 1

1 1GK( ) | ( ) | | ( ) | GK( ).
| | | |

U U

P i Q i
i i

P S u S u Q
U U= =

= = =∑ ∑  

3) 令 , ,P Q A⊆  且 ,P Q′≺  则任意的对象 ,iu U∈  我们都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  | ( ) |P iS u ≤  

| ( ) |,Q iS u  并且存在某个 0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂  0 0| ( ) | | ( ) | .P QS u S u<  所以 

0

0

| |

2
1

| |

02
1,

| |

02
1,

| |

2
1

1GK( ) | ( ) |
| |

1 | ( ) | | ( ) |
| |

1 | ( ) | | ( ) |
| |

1 | ( ) |
| |
GK( ).

i

i

U

P i
i

U

P i P
i u u

U

Q i Q
i u u

U

Q i
i

P S u
U

S u S u
U

S u S u
U

S u
U

Q

=

= ≠

= ≠

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟< +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

∑

∑

∑

∑

 

由此可得, 定义 3 中的 GK 是定义 1 意义下的一个信息粒度. 证毕. 
定义 4[21]  令 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则A 的组合粒度

定义为 

 
2
| |
2

1 | |

| |
CG( ) ,

| |
i

m Xi

i U

CX
A

U C=
= ∑  (3) 

其中 | | / | |iX U 表示等价类 iX 在论域 U 中的比率; 2 2
| | | |/

iX UC C 表示等价类 iX 中的元素对数在论

域 U 中所有元素对数中所占的比例.  

如果 / IND( ) ,U A ω=  那么 A 的组合粒度达到最小值 2
| |0 / 0.UC =  

如果 / IND( ) ,U A δ=  那么 A 的组合粒度达到最大值 2 2
| | | |/ 1.U UC C =  

定理 5  定义 4 中的 CG 是定义 1 意义下的一个信息粒度. 
证明  1) 显然, 它是非负的.  
2) 令 , ,P Q A⊆  则 完 备 信 息 系 统 下 的 信 息 1 2/ IND( ) { , , , }mU P X X X= … 和 信 息

1 2/ IND( ) { , , , }nU Q Y Y Y= … 可表 示 为 信 息 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( ))P P P UK P S u S u S u= … 和 信息 ( )K Q =  
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1( ( ),QS u 2 | |( ), , ( )).Q Q US u S u…  不妨设 1 2{ , , , },
ii i i isX u u u= …  {1,2, , },i m∈ …  其中 | | ,i iX s=  且

1
m

ii s
=

=∑ | |,U  则 ( )K P 与 / IND( )U P 中的元素之间存在下面的对应关系: 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ),

| | | ( ) | | ( ) | | ( ) | .
i

i

i P i P i P is

i P i P i P is i

X S u S u S u

X S u S u S u s

= = = =

= = = = =

"

"
 

同理, 1 2| | | ( ) | | ( ) | | ( ) | .
jj Q j Q j Q jt jY S u S u S u t= = = = ="  所以, 我们有 

2 2 2
| | | | | ( )|
2 2 2

1| | | | | |

2 2 2
| | | | | ( )|
2 2 2

1| | | | | |

| | ,

| | .

i
i i P ik

j
j j Q jk

s
X X S u

i i
kU U U

t
Y Y S u

j j
kU U U

C C C
X s

C C C

C C C
Y t

C C C

=

=

× = × =

× = × =

∑

∑
 

如果 ,P Q≈  则任意的 {1,2, ,| |},i U∈ …  都有   ( ) ( ),P i Q iS u S u=  即 | ( ) | | ( ) | .P i Q iS u S u=  因此,我

们有 
2 2
| | | |
2 2

1 1| | | |

22 | |
| ( )| | ( )|

2 2
1 1 1| | | |

2 2| | | ( )| | ( )|
2 2

1 1 1| | | |

2
| |
2

1 | |

| |
CG( )

| |

1 1
| | | |

1
| |

| |
CG( ).

| |

i i

i
P ik P i

j
Q i Q jk

j

m m
X Xi

i
i iU U

s Um
S u S u

i k iU U

tU nS u S u

i j kU U

n Yj

j U

C CX
P s

U C C

CC
U UC C

C C

U C C

CY
Q

U C

= =

= = =

= = =

=

= = ×

= =

= =

= =

∑ ∑

∑∑ ∑

∑ ∑∑

∑

 

3) 令 , ,P Q A⊆  且 ,P Q′≺  则任意的对象 ,iu U∈  我们都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  | ( ) |P iS u ≤  

| ( ) |,Q iS u  并且存在某个 0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂    0 0| ( ) | | ( ) | .P QS u S u<  所以 

0

0

0

0

2 2| |
| | | ( )|
2 2

1 1| | | |

2 2| |
| ( )| | ( )|

2 2
1, | | | |

2 2| | | ( )| | ( )|
2 2

1, | | | |

2
| | | ( )|

2
1 1| |

| | 1CG( )
| | | |

1 1
| | | |

1 1
| | | |

| |1
| | | |

i P i

P i P

i

Q i Q

i

Q i

Um
X S ui

i iU U

U
S u S u

i u u U U

U S u S u

i u u U U

U S u j

i jU

C CX
P

U UC C

C C
U UC C

C C

U UC C

C Y
U UC

= =

= ≠

= ≠

= =

= =

= +

< +

= =

∑ ∑

∑

∑

∑
2
| |
2
| |

CG( ).

j
n Y

U
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C

Q=

∑
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由此可得, 定义 4 中的 CG 是定义 1 意义下的一个信息粒度. 证毕. 
定义 5[21]  令 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则 A

的组合粒度定义为 

 
2| |
| ( )|

2
1 | |

1CG( ) ,
| |

A i
U

S u

i U

C
A

U C=
= ∑  (4) 

其中 2 2
| ( )| | |/

A iS u UC C  表示相容类 ( )A iS u 中的元素对数在论域 U 中所有元素对数中所占的比例.  

如果 ( ) ,K A ω=  那么 A 的组合粒度达到最小值 | | 0 / | | 0.U U× =   

如果 ( ) ,K A δ=  那么 A 的组合粒度达到最大值 | | / | | 1.U U =   

定理 6  定义 5 中的 CG 是定义 1 意义下的信息粒度.  
证明  1) 显然, 它是非负的.  
2) 令 , ,P Q A⊆  1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),P P P UK P S u S u S u= …  且 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )).Q Q Q UK Q S u S u S u= …  

如果 ,P Q≈  则任意的 {1,2, ,| |},i U∈ …  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u=  即  | ( ) | | ( ) |.P i Q iS u S u=  因此,我们

有 
22| | | | | ( )|| ( )|

2 2
1 1| | | |

1 1CG( ) CG( ).
| | | |

Q iP i
U U S uS u

i iU U

CC
P Q

U UC C= =
= = =∑ ∑  

3) 令 , ,P Q A⊆  且 ,P Q′≺  则任意的对象 ,iu U∈  我们都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  | ( ) |P iS u ≤  

| ( ) |,Q iS u  并且存在某个 0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂   0 0| ( ) | | ( ) | .P QS u S u<  所以 

0

0

0

0

2 2 2| | | |
| ( )| | ( )| | ( )|

2 2 2
1 1,| | | | | |

2 2 2| | | || ( )| | ( )| | ( )|
2 2 2

1, 1| | | | | |

1CG( )
| |

1
| |

CG( ).

P i P i P

i

Q i Q Q i

i

U U
S u S u S u

i i u uU U U

U US u S u S u

i u u iU U U

C C C
P

U C C C

C C C

UC C C

Q

= = ≠

= ≠ =

= = +

< + =

=

∑ ∑

∑ ∑  

由此可得, 定义 5 中的 CG 是定义 1 意义下的一个信息粒度. 证毕. 
定义 6[18,20]  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则 A 的粗

糙熵定义为 

 2
1

| | 1( ) log .
| | | |

m
i

r
ii

X
E A

U X=

= −∑  (5) 

如果 / IND( ) ,U A ω=  那么 A 的粗糙熵达到最小值 0.  

如果 / IND( ) ,U A δ=  那么 A 的粗糙熵达到最大值 2log | | .U   

定理 7  定义 6 中的 rE 是定义 1 意义下的一个信息粒度.  

证明  1) 显然, 它是非负的.  
2) 设 , ,P Q A⊆  1 2/ IND( ) { , , , },mU P X X X= …  1 2/ IND( ) { , , , },nU Q Y Y Y= …  1( ) ( ( ),PK P S u=  
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2 | |( ), , ( ))P P US u S u… 且 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )).Q Q Q UK Q S u S u S u= …  如果 ,P Q≈  则任意的 {1,2, ,i∈ …  

| |},U  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u=  即 | ( ) | | ( ) | .P i Q iS u S u=  因此 

2 2
1 1 1

| | | |

2 2
1 1

2
1

| | 1 1 1( ) log log
| | | | | | | ( ) |

1 1 1 1log log
| | | ( ) | | | | ( ) |

| | 1log ( ).
| | | |

ism m
i

r
i P iki i k

U U

P i Q ii i

n
j

r
jj

X
E P

U X U S u

U S u U S u

Y
E Q

U Y

= = =

= =

=

= − = −

= − = −

= − =

∑ ∑∑

∑ ∑

∑

 

3) 令 , ,P Q A⊆  且 ,P Q′≺  则任意的对象 ,iu U∈  我们都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆  1 | ( ) |P iS u≤  

| ( ) |,Q iS u≤  并且存在某个 0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂     0 01 | ( ) | | ( ) |,P QS u S u< ≤  所以 

0

2
1

2 2 2
1 21

| | | |

2 2
1 1

| |

2 2 0
1,

| | 1( ) log
| | | |

1 1 1 1 1 1log log log
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∑ ∑

∑

"

0

0

| |

2 2 0
1,

| |

2 2 0
1,

| | | |

2 2
11

2 2
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=

∏
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∑∑ ∑
),  

即 ( ) ( ).r rE P E Q<   

由此可得, 定义 6 中的 rE 是定义 1 意义下的一个信息粒度. 证毕. 

定义 7[19]  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则 A

的粗糙熵定义为 

 
| |

2
1

1 1( ) log .
| | | ( ) |

U

r
A ii

E A
U S u=

= −∑  (6) 
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如果 ( ) ,K A ω=  那么 A 的粗糙熵达到最小值 0.  

如果 ( ) ,K A δ=  那么 A 的粗糙熵达到最大值 2log | | .U   

定理 8  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则 A 的粗糙熵

退化为 

2
1

| | 1( ) log .
| | | |

m
i

r
ii

X
E A

U X=

= −∑  

证明  假设 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= … 1 2{ , , , },
ii i i isX u u u= … 其中 | | ,i iX s=  1

m
ii

s
=∑  

| |U= 则存在以下关系: 1 2( ) ( ) ( ).
ii A i A i A isX S u S u S u= = = ="  于是 

2
1

2 2 2
1 21

2 2 2
1 2 | |

| |

2
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| | 1log
| | | |

1 1 1 1 1 1      log log log
| | | ( ) | | | | ( ) | | | | ( ) |
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1 1      log
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⎛ ⎞
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∑
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∑
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( ) | r

A i
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S u
=

 

证毕.  
定理 9  定义 7 中的 rE 是定义 1 意义下的一个信息粒度.  

证明  相似于定理 7 可以得到证明. 

3  信息系统中的熵理论 
熵是系统无序的度量, 熵越大, 无序越高. Shannon 将物理学中的熵概念引入到了信息论

中, 用来度量信息系统结构中的不确定性.  
定义 8[22]  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  其上有概率

分布 | | / | |,i ip X U=  则称 

 2
1

( ) log
m

i i
i

H A p p
=

= −∑  (7) 

为信息系统 S 的信息熵. 当某个 ip 为 0 时, 理解为 20 log 0 0.⋅ =   

定理 10  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, , ,P Q A⊆  如果 ,P Q′≺  则 ( ) ( ).H Q H P<   

证明  令 1 2/ IND( ) { , , , },mU P X X X= …  1 2/ IND( ) { , , , }.nU Q Y Y Y= …   

设 1 2{ , , , },
ii i i isX u u u= …  1 2{ , , , },

jj j j jtY u u u= …  其中 | | ,i iX s=  | |j jY t= 且 1
| |,m

ii
s U

=
=∑  

1 | | .n
jj t U

=
=∑  它们在信息系统中的统一表示形式为 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )}P P P UK P S u S u S u= … 与
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1( ) { ( ),QK Q S u= 2 | |( ), , ( )).Q Q US u S u…  ( )K P 中的元素与 / IND( )U P 中的元素之间存在下面的对

应关系 

   

1 2

1 2

( ) ( ) ( ),

| | | ( ) | | ( ) | | ( ) | .
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i

i P i P i P is

i P i P i P is i
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= = = =

= = = = =
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同理, 我们有    1 2| | | ( ) | | ( ) | | ( ) | .
jj Q j Q j Q jt jY S u S u S u t= = = = ="  所以 
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"
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又由于 ,P Q′≺  于是任意的 ,iu U∈  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆    1 | ( ) | | ( ) |,P i Q iS u S u ≤ ≤  并且存

在某个 0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂     0 01 | ( ) | | ( ) |.P QS u S u<≤  因此 
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显然, ( ) ( ).H Q H P<  证毕.  

方便地, 称由偏序关系 ′≺ 导致的熵值的单调性为粒化单调性.  

定义 9  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则 A 的

信息熵定义为  

 
| |

2
1

| ( ) |1( ) log ,
| | | |

U
A i

i

S u
H A

U U=
= −∑  (8) 

其中 : [0, ).H A → ∞   

如果 ( ) ,K A ω=  那么 A 的信息熵达到最大值 2log | | .U   

如果 ( ) ,K A δ=  那么 A 的信息熵达到最小值 0.  

定理 11  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, , ,P Q A⊆  如果 ,P Q′≺  则 ( ) ( ).H Q H P<   

证明  相似于定理 10 可以得到证明.  
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作者在完备信息系统下提出了一种新的信息熵, 它可以用来度量粗糙集理论中的不确定

性和模糊性. 
定义  10[28]  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , }.mU A X X X= …  完备信息系

统的一种新的信息熵定义为 

 
1 1

| | | | | | | |
( ) 1 ,

| | | | | | | |

cm m
i i i i

i i

X X X X
E A

U U U U= =

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  (9) 

其中 c
iX 表示 iX 的补集, 即 ,c

i iX U X= −  | | / | |iX U 表示 iX 在论域 U 中的概率, | | / | |c
iX U 表

示 iX 的补集在论域 U 中的概率. 

在此基础上, 作者给出了这个熵的条件熵 

1 1

| | | |
( | )

| | | |

c cm n
i j j i

i j

X Y Y X
E Q P

U U= =

∩ −
=∑∑  

和互信息 

1 1

| | | |
( ; ) ,

| | | |

c cm n
i j j i

i j

X Y Y X
E P Q

U U= =

∩ ∩
=∑∑  

它们之间具有关系 ( ; ) ( ) ( | )E P Q E Q E Q P= − [28].  

区别于 Shannon熵, 这个熵不仅可以用于度量信息系统中的不确定性, 同时也可以用于粗

糙集和粗糙分类的模糊性度量.  
定理 12  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, , ,P Q A⊆  如果 ,P Q′≺  则 ( ) ( ).E Q E P<   

证明  相似于定理 10, 可以得到 

1 2

1 2

| ( ) || | | | | ( ) | | ( ) |1 1 11 1 1 1 ,
| | | | | | | | | | | | | | | |
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| | | | | | | | | | | | | | | |
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P isi i P i P i
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U U U U U U U U
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U U U U U U U U
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− = − + − + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − + − + + −⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

"

" .
⎞
⎟⎜ ⎟
⎠

 

由于 ,P Q′≺  于是任意的 ,iu U∈  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆   | ( ) | | ( ) |,P i Q iS u S u≤  并且存在某个

0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂   0 0| ( ) | | ( ) | .P QS u S u<  因此 

1 1 1

1 2

1

| |

1 1

| | | | | ( ) |1( ) 1 1
| | | | | | | |
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i
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| | | |

1 1 1 1

1

| ( ) | | ( ) | | ( ) |1 1 11 1 1
| | | | | | | | | | | |

| | | |
1 ( ).

| | | |

jtU U n
Q i Q i Q jk

i i j k

n
j j

j

S u S u S u
U U U U U U

Y Y
E Q

U U

= = = =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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∑
 

显然, ( ) ( ).E Q E P<  证毕.  

定义  11  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则A的

信息熵定义为 

 
| |

1

| ( ) |1( ) 1 .
| | | |

U
A i

i

S u
E A

U U=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (10) 

若 ( ) ,K A ω=  则 A 的信息熵可得到最大值1 1/ | | .U−  

若 ( ) ,K A δ=  则 A 的信息熵可得到最小值 0. 

定理  13  设 ( , )S U A= 是一个完备信息统 ,  1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  1( ) ( ( ),AK A S u=  

2 | |( ), , ( )),A A US u S u…  则 A 的信息熵退化为 

1

| | | |
( ) 1 ,

| | | |

m
i i

i

X X
E A

U U=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

即 
| |

1 1

| ( ) | | | | |1( ) 1 1 .
| | | | | | | |

U m
A i i i

i i

S u X X
E A

U U U U= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

证明  相似于定理 12 可以得到证明.  
由定理 13 可知, 完备信息系统中的信息熵是非完备信息系统中的信息熵一种特殊情形. 
定理 14  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, , ,P Q A⊆  如果 ,P Q′≺  则 ( ) ( ).E Q E P<   

证明  相似于定理 12 可以得到证明.  
定义  12[21]  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则

A 的组合熵定义为 

 
2 2| |
| | | ( )|

2
1 | |

1CE( ) ,
| |

A i
U

U S u

i U

C C
A

U C=

−
= ∑  (11) 

其中 2 2 2
| | | ( )| | |( ) /

A iU S u UC C C− 表示可能相互区分的元素对数在论域 U 中所有元素对数中所占的比例. 

若 ( ) ,K A ω=  则 A 的组合熵可得到最大值 1. 

若 ( ) ,K A δ=  则 A 的组合熵可得到最小值 0. 

定理 15  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, , ,P Q A⊆  如果 ,P Q′≺  则CE( )Q < CE( ).P   

证明  不妨设 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( ))P P P UK P S u S u S u= … 和 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )).Q Q Q UK Q S u S u S u= …  由

于 ,P Q′≺  于是任意的 ,iu U∈  都有 ( ) ( ),P i Q iS u S u⊆    | ( ) | | ( ) |,P i Q iS u S u≤  并且存在某个
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0u U∈ 使得 0 0( ) ( ),P QS u S u⊂   0 0| ( ) | | ( ) | .P QS u S u<  因此 
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显然, CE( ) CE( ).Q P<  证毕.  

定理 16  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则A的组合熵

退化为 

 
2 2
| | | |

2
1 | |

| |
CE( ) ,

| |
i

m U Xi

i U

C CX
A

U C=

−
=∑  (12) 

其中 2 2 2
| | | | | |( ) /

iU X UC C C− 表示能够相互区分的元素对数在论域 U 中所有元素对数中所占的比例. 

证明  不妨设 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  1 2{ , , , },
ii i i isX u u u= …  {1, 2, , },i m∈ …  其中

| | ,i iX s=  且 1 | | .m
ii s U

=
=∑  令 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则 ( )K A 中的元素与

IND( )U A 中的元素之间存在下面的对应关系 
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即 
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所以, 我们有 
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证毕.  

4  信息粒度与熵之间的关系 
信息粒度其实是对信息细化的不同层次的平均度量. 由此得知, 熵和信息粒度之间存在
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某种意义上的互补关系. 也就是说, 熵越大, 信息粒度越小; 熵越小, 信息粒度越大.  

4.1  完备信息系统下信息粒度与熵之间的关系 

定理 17[18]  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则信息熵

( )E A 与信息粒度GK( )A 具有下面的关系: 

 ( ) GK( ) 1.E A A+ =  (13) 

定理 18[18]  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统, 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则 Shannon

熵 ( )H A 与粗糙熵 ( )rE A 具有下面的关系: 

 2( ) ( ) log | | .rH A E A U+ =  (14) 

定理 19  设 ( , )S U A= 是一个完备信息系统 , 1 2/ IND( ) { , , , },mU A X X X= …  则组合熵

CE( )A 与组合粒度CG( )A 具有下面的关系: 

 CE( ) CG( ) 1.A A+ =  (15) 

证明  根据它们的定义, 我们有 
2 2 2
| | | | | |

2 2
1 1| | | |

2
| |
2

1 | |

| | | |
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| | | |

| |
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m mU X Xi i

i iU U

m Xi

i U

C C CX X
A

U UC C
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A

U C

= =

=

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = −

∑ ∑

∑
 

显然, CE( ) CG( ) 1.A A+ =  证毕.  

4.2  非完备信息系统下信息粒度与熵之间的关系 

定理 20  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则 A

的信息熵和信息粒度之间具有下面的关系: 
 ( ) GK( ) 1.E A A+ =  (16) 

证明  设 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则 

| | | | | |

2
1 1 1

| ( ) | | ( ) |1 1( ) 1 1 GK( ).
| | | | | | | |

U U U
A i A i

i i i

S u S u
E A A

U U U U= = =

⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

即 ( ) GK( ) 1.E A A+ =  证毕. 

定理 21  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= … 则 A 的

信息熵 ( )H A 与粗糙熵 ( )rE A 具有下面的关系: 

 2( ) ( ) log | | .rH A E A U+ =  (17) 

证明  由定义 7 和 9, 可以得到 
| |
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| ( ) |1( ) log
| | | |

U
A i
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S u
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U U=
= −∑  



 
 
 
 
 
梁吉业等: 信息系统中的信息粒与熵理论 
 

 

2064 

| |

2 2
1

| | | |

2 2
1 1

2

1 (log | ( ) | log | |)
| |

1 1 1log log | |
| | | ( ) | | |

( ) log | | .

U

A i
i

U U

A ii i

r

S u U
U

U
U S u U

E A U

=

= =

= − −

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
= − +

∑

∑ ∑  

即 2( ) ( ) log | | .rH A E A U+ =  证毕.  

定理  22  设 ( , )S U A= 是一个非完备信息系统, 1 2 | |( ) ( ( ), ( ), , ( )),A A A UK A S u S u S u= …  则 A

的组合熵和组合粒度之间的关系为 
 CE( ) CG( ) 1.A A+ =  (18) 

证明  根据它们的定义, 可以得到 
2 2 2| | | |
| | | ( )| | ( )|

2 2
1 1| | | |

1CE( ) 1 1 CG( ).
| |

A i A i
U U

U S u S u

i iU U

C C C
A A

U C C= =

−
= = − = −∑ ∑  

显然, CE( ) CG( ) 1.A A+ =  证毕. 

5  结论 
信息粒度与熵理论是两种有效进行信息系统中不确定性研究的重要工具, 已有许多成功

的应用范例. 本文分析了完备信息系统、非完备信息系统中信息粒的刻画、表示方法, 提出了

信息系统中信息粒度的公理化方法, 指出了一些已有的信息粒度都是其特殊形式. 对我们原

有的熵理论结果作了进一步的扩充, 性质表明信息系统中的熵度量满足粒化单调性, 建立了

信息粒度与熵之间的互补关系. 这些结论统一了完备信息系统与非完备信息系统中不确定性

度量的相关结果. 本文研究的信息系统是不包含模糊信息的. 下一步, 我们将对包含模糊信息

的模糊信息系统进行模糊信息粒度公理化研究. 
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