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摘　要　大数据时代，相关分析因其具有可以快捷、高效地发现事物间内在关联的优势而受到广泛的关注，并有效

地应用于推荐系统、商业分析、公共管理、医疗诊断等领域．面向非线性、高维性等大数据的复杂特征，结合现有相

关分析方法的语义分析，文中从统计相关分析、互信息、矩阵计算、距离４个方面对大数据相关分析的现有研究成

果进行了梳理．在对统计学中的经典相关分析理论进行归纳、总结的基础上，文中从大规模数据的通用性和均等性

视角阐述了基于互信息的两个变量间非线性相关分析理论，从高维数据可计算的角度分析了基于矩阵计算的相关

系数，从非线性、高维性数据的复杂结构方面解析了基于距离的相关系数．进一步地，该文在对已有相关分析方法

进行分析与比较的基础上，围绕高维数据、多变量数据、大规模数据、增长性数据及其可计算方面探讨了大数据相

关分析的研究挑战．
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１　引　言

随着信息与通信技术的迅猛发展，全球数据量

呈现爆炸式增长．面对海量、复杂的数据，人们日益

发现其是人类发展的重要经济资产，有效的数据分

析与挖掘将推动国家、企业乃至整个社会的高效、可

持续发展．

自２００８年９月《Ｎａｔｕｒｅ》出版“ＢｉｇＤａｔａ”专刊以

来［１］，大数据更是成为政府、学术界、实务界共同关

注的焦点，如２０１１年《Ｓｃｉｅｎｃｅ》出版的专刊“Ｄｅａｌｉｎｇ

ｗｉｔｈＤａｔａ”
［２］和麦肯锡公司发布的报告“Ｂｉｇｄａｔａ：

Ｔｈｅｎｅｘｔｆｒｏｎｔｉｅｒｆｏｒｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ，ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ，ａｎｄ

ｐｒｏｄｕｃｔｉｖｉｔｙ”
［３］，２０１２年达沃斯世界经济论坛上发

布的报告“Ｂｉｇｄａｔａ，ｂｉｇｉｍｐａｃｔ：Ｎｅｗｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｉｅｓ

ｆｏｒｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ”
［４］等．大数据分析与

挖掘的研究成果也被广泛应用于物联网、舆情分析、

电子商务、健康医疗、生物技术和金融等各个领域．

从国内研究进展来看，大数据研究也日益受到

重视．李国杰院士和程学旗教授
［５］围绕大数据的研

究现状、科学问题、主要挑战以及发展战略进行了全

面的分析与展望，为大数据的进一步深入研究提供

了重要的研究思路；从具体研究进展来看，围绕大

数据环境下的数据仓库架构［６］、大数据降维［７］、相关

性分析［８］、海量数据应用［９］等方面的研究工作不断

涌现，形成了一批重要的研究成果［１０１１］．同时，中国

计算机学会于２０１３年出版了《中国大数据技术与产

业发展白皮书》［１２］，２０１４年出版了《中国大数据技术

与产业发展报告》［１３］，并在大数据的发展背景、典型

应用、技术进展、ＩＴ产业链与生态环境以及发展趋

势等方面进行了详细的阐述、分析与论证．

毋庸置疑，大数据研究之所以备受关注，本质原

因在于其具有巨大的潜在价值［１４］．因此，可以肯定，

大数据分析与挖掘技术，作为探测数据价值的关键

手段，在大数据研究中具有极其重要的位置．

值得强调的是，在大数据分析与挖掘任务中，相

关分析的研究受到更为广泛的关注和重视．事实上，

相关分析的研究从１８８８年Ｇａｌｔｏｎ
［１５］关注人类身高

与前臂长度的关系开始，就已经引起了人们的注意．

然而，从人类的思维方式来看，人们并不仅仅满足于

发现相关关系，而是在相关关系的基础上进一步探

索因果关系，即在发现两个相关事物的基础上进一

步探究哪一事物为因哪一事物为果．尽管因果关系

的准确发现仍然非常困难，但人们可以通过设立假

设、实验验证等反复尝试的繁琐手段探索这一难

题［１６］．显然，在传统的统计抽样背景下，这一繁琐的

任务是可以接受的．但是，大数据时代，人们更加关

注数据总体，并试图从数据总体中直接获取有价值

的信息，而用于发现因果关系的传统的反复尝试方

法就变得异常困难．与此相反，从亚马逊的推荐系

统［１７］、谷歌的流感预测［１８］等诸多现实案例中，人们

日益发现，与以往相比，大数据时代相关关系的探索

具有更加重要的价值．

特别是，近年来大数据相关分析的应用成果不

断涌现，使得相关分析的研究成为学界、实务界关注

的热点问题．在大数据相关分析的诸多应用领域中，

最为引人注目的是推荐系统［１９］．基于相关系数给出

用户相似性、物品相似性的度量，进而进行产品推荐；

进一步地，相关系数还是推荐系统的一类重要评价

指标．２００９年发表在《ＰＮＡＳ》上的文献“Ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ

ＳｏｃｉａｌＳｅｃｕｒｉｔｙＮｕｍｂｅｒｓｆｒｏｍｐｕｂｌｉｃｄａｔａ”
［２０］，则以

美国公众数据为研究对象，研究发现公民的社会安

全号码（ＳｏｃｉａｌＳｅｃｕｒｉｔｙＮｕｍｂｅｒ）与其出生时间、出

生地具有显著的相关关系，研究成果揭示了个人隐

私泄露的可能诱因．文献［２１］则面向药物基因组大

数据，基于协方差矩阵的稀疏建模与奇异值分解，探

测与癌症相关的重要基因组．此外，大数据相关分析

在灾害应急管理［２２］、医疗诊断［２３］等领域也有着广泛

的应用．

当然，大数据研究中，“相关关系”与“因果关系”

的争论从未停止，李国杰院士和程学旗教授在文献

［５］中也进行了详细的分析．文中指出“因果关系本

质上是一种相互纠缠的相关性”，并进一步强调“大

数据的关联分析是不是‘知其然而不知其所以然’，

其中可能包含深奥的哲理，不能贸然下结论”．需要

进一步说明的是，尽管争论还将存在，但是不可否认

２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１６年



的是，大数据的相关分析能够满足人类的众多决策

需求，因此，有效的发现与度量相关关系具有重要的

研究价值．从科学层面来看，面对混杂的大数据，相

关分析可以帮助人们更快捷、更高效地发现事物间

的内在关联［１６］，其本身不仅仅是一项重要的数据分

析与挖掘任务，同时也为数据的深度分析与挖掘进

而发现事物内在规律提供“导航”功能；因此，尽管大

数据分析中有“相关关系”与“因果关系”之争论，但

不可否认的是，大数据相关分析必然是大数据分析

与挖掘的关键科学问题之一．从应用层面来看，商业

企业作为大数据应用的重要领域，其核心目标是实

现利润的增长，因此，其在数据分析与挖掘中的核心

任务是探测何种经营策略与利润增长具有相关性，

而并不必然要求探究经营策略与利润增长之间的因

果关系，即“从数据到价值”的商业范式，而非“从数

据到信息再到知识”的科学范式［５］．综合来看，可以

肯定，大数据相关分析已经成为大数据分析与挖掘

的核心科学问题与关键应用技术．

所谓相关关系，是指２个或２个以上变量取值

之间在某种意义下所存在的规律，其目的在于探寻

数据集里所隐藏的相关关系网［５］．从统计学角度看，

变量之间的关系大体可分两种类型：函数关系和相

关关系．一般情况下，数据很难满足严格的函数关

系，而相关关系要求宽松，所以被人们广泛接受．需

要进一步说明的是，研究变量之间的相关关系主要

从两个方向进行：一是相关分析，即通过引入一定

的统计指标量化变量之间的相关程度；另一个是回

归分析．由于回归分析不仅仅刻画相关关系，更重要

的是刻画因果关系，因此本篇文章讨论的相关关系

为前者．

相关分析的研究成果中，最具影响力的是早在

１８９５年由Ｐｅａｒｓｏｎ提出的积矩相关系数（也称皮尔

逊相关系数）［２４］．在长达１００多年的时间里，相关分

析得到实践的检验，并广泛地应用于机器学习、生物

信息、信息检索、医学、经济学与社会统计学等众多

领域和学科．进入大数据时代，作为度量事物之间协

同、关联关系的有效方法，大数据相关分析由于其计

算简捷、高效，必将具有更强的生命力．但是，由于大

数据具有数据规模大、数据类型复杂、价值密度低等

特征，因此，如何找到有效且高效的相关分析计算方

法与技术则成为大数据分析与挖掘任务中亟待解决

的关键问题．

目前，常见的大数据相关分析分为两类：一类

是面向高度复杂的数据关系（换言之，大数据的现实

背景往往是非线性复杂系统［２５］），传统的线性相关

分析方法显然难以刻画变量之间的非线性等复杂关

系，因此，研究者基于互信息和距离测度探索了变量

间的非线性等复杂相关关系［２６２７］；另一类是面向高

维数据（如基因数据、天文数据），利用协方差矩阵内

在的稀疏性特征，建立基于稀疏性约束的参数估计

方程，通过快速求解来提升处理数据的能力．类似于

文献［２８２９］利用稀疏技术处理ＰＣＡ和回归方程．

这两类问题经常混杂在一起，也就是说我们经常见

到的是高维复杂数据，需要同时进行维数约简和非

线性描述．那么，从不同的角度采用不同的研究方法

就得到大数据相关分析的各种模型．

围绕前述非线性、高维性问题，本文试图从统计

相关分析、互信息、矩阵计算和距离４个方面对现有

研究成果进行梳理、分析与总结．统计相关分析主要

刻画变量（包括两个变量、多变量）间的线性相关关

系，基于互信息的相关分析考查两个变量间的非线

性相关关系，基于矩阵计算的相关分析围绕高维性

探讨随机向量间的线性相关关系，基于距离的相关

关系则同时考虑了非线性、高维性问题，研究了高维

数据的非线性相关关系．

当然，从语义上来看，上述４个方面的研究也有

所不同．相关分析是指一个变量的变化是否会影响另

一个变量变化．经典的统计学方法正是在这一含义下

提出了消减误差比例［３０］（ＰｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｔｅＲｅｄｕｃｔｉｏｎ

ｉｎＥｒｒｏｒ，ＰＲＥ）（详见２．２节），并以此为基础，提出

了各种相关系数．基于互信息的相关分析是从信息

量角度来刻画相关性，即已知某一变量情况下，另一

变量信息量的变化程度．基于矩阵计算的相关分析

由于考查的仍是线性相关关系，因此，从语义上来

看，其与经典的统计学方法一致；所不同的是，其目

标在于刻画高维变量间的相关关系．基于距离的相

关分析则是从分布函数角度来刻画，即在已知某一

变量的情况下，另一变量分布函数的变化程度．

从大数据相关分析的研究进展来看，尽管其研

究成果尚不丰富，仍处于起步阶段，但对现有成果的

梳理与总结，可以为关注大数据相关分析这一大数

据分析中关键问题的研究者提供借鉴．

本文第２节总结统计学中的各种相关系数；第

３节阐述基于互信息的两个变量间的非线性相关分

析方法；第４节分析基于矩阵计算的随机向量间的

相关分析方法；第５节探讨基于距离的高维数据的

非线性相关分析；最后是研究展望与总结．
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２　统计学中的相关分析理论

事实上，相关分析在统计研究中早已有所讨论，

只是相对于大数据分析而言具有一定的局限性．在

统计学中，相关系数种类繁多，我们首先给出相关系

数的定义，然后介绍关于不同类型变量以及随机向

量的相关系数表示．

２１　相关的定义及性质

在１９世纪８０年代，Ｇａｌｔｏｎ
［１５］通过研究人类身

高遗传问题首次提出了相关的概念．文中指出相关

关系可以定义为“一个变量变化时，另一个变量或多

或少也相应地变化”，而测量这种相关关系的统计量

则称为相关系数．相关关系有强弱之分，大多数的相

关系数是用０代表不相关，用１代表全相关．介于

０～１之间的数，数值越大相关性越强，数值越小相

关性越弱．另外，关系有方向之分，若一个变量增加，

另一个变量也增加称为正相关，用正数表示同方向；

若一个变量增加，另一个变量减少则称为负相关，用

负数表示反方向．

２２　两个变量之间的相关系数

本节我们将用犡，犢代表两个随机变量．当犡，犢

均为一维变量时，分别用狓１，狓２，…，狓狀和狔１，狔２，…，

狔狀表示随机变量的取值，狀称为样本容量，样本均值

记为狓
－，狔

－
．事实上，在机器学习中，当犡，犢 均为一维

变量时，可将其看作是样本的两个特征，（狓１，狔１），

（狓２，狔２），…，（狓狀，狔狀）是狀个样本在两个特征上的

取值．进 一 步地，用犡＝ （犡１，犡２，…，犡狆），犢＝

（犢１，犢２，…，犢狇）表示狆维、狇维随机向量，其中，犡１，

犡２，…，犡狆为犡 的狆个特征，犢１，犢２，…，犢狇为犢的狇

个特征，更详细的描述见本文第４节．

统计上常用消减误差比例衡量两个变量之间的

相关性．假设不知道犡值预测犢 值时产生的误差用

犈１表示，如果知道犡值来预测犢 值时产生的误差用

犈２表示，则

犘犚犈 ＝ （犈１－犈２）／犈１ （１）

　　犘犚犈的值越大说明已知犡 值对预测犢 值的帮

助越大，也就是说犡 与犢 的相关性越大．因此犘犚犈

是一种适用于任何类型数据的相关系数．

２．２．１　两个定类变量之间的相关系数

定类变量即名义变量，是指变量的值是研究对

象的名称或符号．每个值代表一个类别，这些值之间

没有大小、次序之分，是平等的．如对于性别这个变

量而言其取值为男、女两类．

计算这类变量之间的相关性通常需借助列联

表．列联表又称交互分类表，是一种将样本按照两个

或两个以上的特征分类后的交叉频数表．假设有两

个特征犡和犢，特征犡有犽类，用犡（犻）表示第犻类，

犻＝１，２，…，犽；特征犢 有犾类，用犢（犼）表示第犼类，犼＝

１，２，…，犾．对于狀个样本，用狀犻犼代表既属于特征犡

的第犻类又属于特征犢 的第犼类的样本频数．由此

可以得到一个犽行犾列的列联表，见表１．

表１　列联表的一般形式

犢（１） 犢（２） … 犢（犾）

犡（１） 狀１１ 狀１２ … 狀１犾

犡（２） 狀２１ 狀２２ … 狀２犾
… … … … …

犡（犽） 狀犽１ 狀犽２ … 狀犽犾

以最简单的２×２列联表为例，假设我们对性别

（特征犡）与本科毕业生就业难易程度（特征犢，包括

就业好和就业难两类）感兴趣．在调查的２００名本科

毕业生中，就业好的学生中有８０名是男性，１５名是

女性；另一方面，就业难的学生有２０名是男性，８５

名是女性．见表２．

表２　性别与就业难易程度相关分析的２×２列联表

犢（１）／就业好 犢（２）／就业难

犡（１）／男 狀１１＝８０ 狀１２＝２０ １００

犡（２）／女 狀２１＝１５ 狀２２＝８５ １００

９５ １０５ ２００

在众多定类变量的相关系数中，犙系数是计算

两个变量相关性的最简单方法，仅适用于２×２列联

表，公式如下［３１］：

犙＝ （狀１１狀２２－狀１２狀２１）／（狀１１狀２２＋狀１２狀２１） （２）

　　我们可以取两种特殊情况理解犙系数的构造．

若狀１２＝狀２１＝０，则犙系数为１；若狀１１＝狀２２＝０，则犙

系数为－１．显然这两种情况都表明性别与就业是完

全相关的，而正负号在这里表明了两个特征所属类

别中具有相关性的类别的不同．比如，在上述例子中

犙系数为１代表男性易于就业，女性难就业，犙系数

为－１则代表女性易于就业，男性难就业．

λ系数可以计算任意两个定类变量的相关性，

适用于任意维数的列联表，公式如下［３１］：

λ＝
∑
犻

犳狓犻＋∑
犼

犳狔犼－（犉狓＋犉狔）

２狀－（犉狓＋犉狔）
（３）

其中：犳狓犻是第犻行的众数（即频数的最大值）；犳狔犼是

第犼列的众数；犉狓是边际行众数；犉狔是边际列众数．

仍以表２为例，犳狓１＝８０，犳狓２＝８５，犳狔１＝８０，犳狔２＝８５，
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犉狓＝１００，犉狔＝１０５，则λ＝０．６４１．这一系数表明了男

同学的就业易于女同学，当然，从样本数据取值情况

来看，也与这一结果相吻合．

除了犙系数，λ系数之外，还有χ
２检验，φ系数，

犆系数，犞 系数．由于λ系数计算前提条件宽松，计

算相对简单，且具有消减误差比例意义，而成为较为

常用的一种衡量定类变量相关性的统计量．其它相

关系数由于篇幅关系这里不一一介绍，细节可参见

文献［３１３２］．

２．２．２　两个定序变量之间的相关系数

定序变量即等级变量，变量取值具有序的意义，

换言之，其取值有等级或次序之分．如高校教师职称

分为助教、讲师、副教授、教授４个等级．在定序变量

的相关系数度量中，常用的概念有同序对、异序对．

具体定义是：如果某对样本在两个特征上的相对等

级是一致的，即对于一对样本（狓１，狔１）和（狓２，狔２）而

言，在序上狓１优于狓２，同时狔１优于狔２，则称为同序

对，同序对数用狀狊表示；相反则称之为异序对，异序

对数用狀犱表示．下面是两个定序变量之间常用的相

关系数［３１，３３］．

（１）γ系数．

γ＝ （狀狊－狀犱）／（狀狊＋狀犱） （４）

　　这个公式的直观含义是对于所有的样本对，其

同序对数和异序对数之差与同序对数和异序对数之

和的比例．比如：若狀犱＝０，则γ＝１，即对于两个特征

来说，它们所有样本对都是同序的，则我们认为两个

特征是完全正相关；反之，若狀狊＝０，则γ＝－１，即对

于两个特征来说，它们所有样本对都是异序的，则我

们认为两个特征是完全负相关．

（２）斯皮尔曼（Ｓｐｅａｒｍａｎ）相关系数
［３４］．

狉狊 ＝１－ ６∑
狀

犻＝１

犱２（ ）犻 ／（狀（狀２－１）） （５）

其中，犱犻＝狓′犻－狔′犻，狓′犻，狔′犻为样本犻在两个特征下排序

后的等级值．

斯皮尔曼相关系数是由英国统计学家斯皮尔曼

根据皮尔逊相关系数的概念推导而来，其统计意义

可以看作是皮尔逊相关系数的特例．

就定序变量间的相关系数而言，γ具有消减误

差比例意义，狉狊平方后具有消减误差比例意义，因而

对定序变量进行相关性衡量时多采用这两个相关系

数．当然在衡量定序变量相关性时，还有犱狔系数、

肯德尔系数（常用的有３种，分别记为狋犪狌犪，狋犪狌犫，

狋犪狌犮）等其它相关系数，它们类似γ系数，仅仅是对

分母做了一些修正，由于它们没有消减误差比例意

义，因此使用较少［３５］．

２．２．３　两个定距变量之间的相关系数

定距变量即数值变量，变量之间具有数量差别，

可以进行加减乘除运算．度量其相关性的最为常用的

相关系数是皮尔逊相关系数（又称积距相关系数）［２４］

ρ＝
犆狅狏（犡，犢）

犞犪狉（犡）犞犪狉（犢槡 ）
＝

犈（犡－犡
－）（犢－犢

－）

犈（犡－犡
－）２犈（犢－犢

－）槡 ２

（６）
其样本相关系数为

狉＝
∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓
－）（狔犻－狔

－）

∑
狀

犻＝１

（狓犻－狓
－）２∑

狀

犻＝１

（狔犻－狔
－）

槡
２

（７）

　　从式（７）来看，其是两个随机变量样本取值标准

化后乘积之和．为了更好地理解皮尔逊相关系数的

含义，可从几何角度给出形象的解释．通常描述两个

随机变量犡，犢 相关关系的几何模型是样本散点图，

即样本在两个变量轴构成的直角坐标系平面上的分

布图．对上述空间进行变换，将每一个样本作为一个

数轴，相应地，对于狀个样本则产生狀个数轴，进而构

造一个狀维空间．这个空间只包含两个点，即每一个

变量对应一个点．在这个高维空间上，这两个点可以

视为两个向量的端点（如图１所示）．通过上述方法，

可以将狀个样本（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓狀，狔狀）转换

为两个向量ξ＝（狓１，狓２，…，狓狀），η＝（狔１，狔２，…，

狔狀）．不失一般性，假设两个向量已中心化，夹角θ的

余弦值为

ｃｏｓθ＝
〈ξ，η〉

ξ·η
＝
∑
狀

犻＝１

狓犻狔犻

∑
狀

犻＝１

狓２犻∑
狀

犻＝１

狔
２

槡 犻

＝狉 （８）

其中：〈·，·〉代表向量内积；· 代表向量的长度．

图１　３个样本（狓１，狔１），（狓２，狔２），（狓３，狔３）生成的三维空间图
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当θ＝０°，代表犡，犢 两个向量夹角为０，即两个

向量同方向重合，说明两个向量正线性相关，则狉＝

ｃｏｓθ＝１；当θ＝９０°，代表犡，犢两个向量夹角为９０°，

即两个向量垂直，说明两个向量线性无关，则狉＝

ｃｏｓθ＝０；当θ＝１８０°，代表 犡，犢 两个向量夹角为

１８０°，即两个向量异方向重合，说明两个向量负线性

相关，则狉＝ｃｏｓθ＝－１．

当然，皮尔逊相关系数同样存在不足：（１）当变

量不服从正态分布时，即使是对大样本而言，狉也有

相当大的偏差［３６］；（２）狉的计算易受异常点的影响，

且影响较为显著［３７］．基于上述原因，相关学者对皮

尔逊相关系数进行了改进［３８３９］．但是，皮尔逊相关

系数公式具有丰富的内涵，文献［４０］分别从几何、代

数、三角等不同角度给出了１３种理论解释，同时，其

平方后也具有消减误差比例意义，因此成为认可度

最高的用于刻画定距变量相关性的相关系数．

２．２．４　两个变量之间相关系数层次图

层次图（如图２所示）说明：以圆盘代表变量类

型，依次为定类变量、定序变量、定距变量．上半圆中

的相关系数具有消减误差比例意义，下半圆中的相

关系数不具有消减误差比例意义．箭头代表对前一

个相关系数的改进．

图２　两个变量之间相关系数层次图

２．２．５　混合变量之间的相关系数

混合变量之间的相关系数通常采用两种方法计

算．一种是消减误差比例犘犚犈．例如变量犡 是定类

变量，共有犽类，每类的样本数分别为狀１，狀２，…，狀犽，

且狀１＋狀２＋…＋狀犽＝狀，变量犢 是定距变量．若未知

犡，则全部误差平方和为犈１＝∑
狀

犼＝１

（狔犼－狔
－）２，其中狔犼

代表变量犢 的第犼个样本；若已知犡，则可将样本划

分为犽类，每类的类内均值为狔
－
（犻）（犻＝１，２，…，犽），从

而可以计算类内误差平方和犈２＝∑
犽

犻＝１
∑

狀
犽

犼＝１

（狔（犻）犼－

狔
－
（犻））

２，其中，狔（犻）犼代表犢 的第犻类中的第犼个样本，

将犈１和犈２代入式（１）即得消减误差比例犘犚犈．另一

种方法是降级处理，比如定类变量和定序变量之间

的相关系数，可以把定序变量降级为定类变量，应用

定类变量之间的相关系数进行计算，当然这必然导

致信息损失．

２３　多变量相关系数

多变量相关系数包括多个变量中固定其它变量

时任意两个变量的偏相关系数、一个变量对多个变

量的复相关系数、多个变量对多个变量的典型相关

系数．需要指出的是，这些相关系数均是对定距变量

的线性相关关系（式（７））的推广．

２．３．１　偏相关系数

设犡，犢，ζ１，ζ２，…，ζ狆是狆＋２个随机变量．当

狆＝１时，偏相关系数是指剔除第３个变量ζ１对犡，

犢 的影响后犡，犢 的相关系数：

狉犡犢·１ ＝ （狉犡犢 －狉犡１狉犢１）／（１－狉
２
犡槡 １ １－狉

２
犢槡 １
）．

其中狉犡犢，狉犡１，狉犢１分别代表犡 和犢，犡 和ζ１，犢 和ζ１

的皮尔逊相关系数．推广上式，当狆＝２时，偏相关

系数即为剔除ζ１，ζ２对犡，犢 的影响后犡，犢 的相关

系数，公式如下：

狉犡犢·１２＝（狉犡犢·１－狉犡２·１狉犢２·１）／（１－狉
２
犡２·槡 １ １－狉

２
犢２·槡 １
）．

以此类推，有狉犡犢·１２３ ＝ （狉犡犢·１２ －狉犡３·１２狉犢３·１２）／

（１－狉２犡３·槡 １２ １－狉
２
犢３·槡 １２

）等等．

另一种推广是若ζ１只对犡有影响，称为半偏相

关系数，公式如下：

狉犢（犡·１）＝ （狉犡犢 －狉犢１狉犡１）／ １－狉
２
犡槡 １．

　　若只对犢 有影响，由于公式类似，此处省略．

２．３．２　复相关系数

复相关系数描述的是犢 与狆 个变量ζ１，ζ２，…，

ζ狆之间的相关性．当狆＝２时，公式如下：

犚
２

犢·１２ ＝狉
２
犢１＋狉

２
犢２·１
（１－狉

２
犢１
），

等价于

犚
２

犢·１２ ＝ （狉
２
犢１＋狉

２
犢２－２狉犢１狉犢２狉１２）／（１－狉

２
１２
）．

　　同理，可以推广至３个及以上自变量对犢的影响．

２．３．３　典型相关系数

典型相关系数是研究两个随机向量之间相关性

的一种多元统计方法［４１］．设犡＝（犡１，犡２，…，犡狆），

犢＝（犢１，犢２，…，犢狇）分别是狆维、狇维随机向量，不

失一般性，设犡，犢 已经中心化，典型相关分析旨在
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寻找两个投影向量狑狓，狑狔，使得数据在该投影方向

上的皮尔逊相关系数最大：

ρ犱 ＝ｍａｘ
狑狓
，狑
狔

狑′狓Σ犡犢狑狔

狑′狓Σ犡犡狑槡 狓 狑′狔Σ犢犢狑槡 狔

（９）

　　这可以通过优化方法获得

ｍａｘ
狑狓
，狑
狔

狑′狓Σ犡犢狑狔

ｓ．ｔ．狑′狓Σ犡犡狑狓 ＝狑′狔Σ犢犢狑狔 ＝１，

其中：Σ犡犡＝犈犡犡′，Σ犡犢＝犈犡犢′，Σ犢犢＝犈犢犢′，犈为数

学期望．

典型相关分析的基本思想是寻找两个线性变换

来抽取特征，把原始的数据压缩到一个低维的子空

间中，使得数据在该子空间中的线性关系最大．从现

有研究来看，典型相关分析已经被广泛应用于电子

通信、医学、生物信息、遥感、航天、经济管理等研究

领域［４２］．

２４　大数据中的统计相关分析

大数据的非线性、高维性以及海量性等复杂特

征为经典的统计相关分析方法带来了新的挑战．这

不仅仅包括如何有效度量相关关系，还包括如何从

大数据中有效识别伪相关．

２．４．１　典型相关分析的新进展

在众多的统计相关系数中，典型相关系数由于

能够考查随机向量间的相关关系，而在大数据时代

受到了更多的关注．

从典型相关分析的计算方法来看，本质上是将

问题求解转化为矩阵的特征值与特征向量的求解，

其中，矩阵的运算涉及随机向量的协方差矩阵以及

协方差矩阵的逆．传统的统计分析中，存在一个重要

假设，即协方差矩阵是可计算的；而主要的求解困难

在于协方差矩阵的逆，如小样本问题导致矩阵奇异．

针对这一困难，文献［４３］利用奇异值分解，采用伪逆

来解决协方差矩阵奇异的问题．然而，在高维情况

下，无论协方差矩阵还是协方差矩阵的逆，其计算耗

时都将非常巨大；同时，存在的矩阵奇异问题也将导

致逆矩阵的不可计算．从现有研究进展来看，正则化

方法是一类主要的解决手段．关于高维协方差矩阵

的计算，本文将在４．２节详细阐述，这里仅就高维情

况下协方差矩阵的逆的求解进行分析．实际上，正则

化方法类似于岭回归，通过在协方差矩阵上添加参

数倍的单位矩阵（即犌＝Σ＋λ犈，其中犈为单位矩

阵），从而用正则矩阵犌代替协方差矩阵Σ，进而有

效避免矩阵的不可逆问题．可以看出，参数λ的估计

是保证正则化方法有效的关键问题．文献［４４］基于

均方误差最小准则给出了参数λ的估计方法，且无

需进行分布假设，同时还避免了类似于Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ、

ＣｒｏｓｓＶａｌｉｄａｔｉｏｎ的复杂计算过程，进而保证了参数

估计的计算效率；文献［４５４６］则面向高维协方差矩

阵，从正则矩阵正定性、计算效率的提升给出了系列

的改进，为高维情况下典型相关系数的计算提供了

有效的求解技术．

此外，经典的典型相关系数只能度量随机向量

间的线性相关关系，对于大数据中常见的非线性相

关而言，其仍然存在局限．因此，相关学者开展了典

型相关分析从线性到非线性推广的研究．文献［４７］

基于互信息方法对典型相关分析进行了推广．文献

［４８］基于核化原理，通过非线性映射，将样本映射到

高维特征空间，从而提出了核典型相关判别分析方

法，并针对抽样样本数的确定问题，基于在线稀疏思

想给出了一个具有较高计算效率的自适应学习算

法，可适用于大规模数据分析．文献［４９］则针对刻画

非线性相关关系的核典型相关分析研究了收敛率的

问题．当然，这些模型、算法仍然受到自身方法的约

束：对于互信息方法而言，其密度函数的估计是难点

所在；就核方法而言，如何选择恰当的核函数及相应

参数显然是另一个研究挑战．

２．４．２　伪相关

所谓伪相关是指两个并不具有相关关系的变量

却具有高的样本相关系数的一种统计现象［５０］．显

然，伪相关将导致错误的统计推断甚至误导科学发

现．就伪相关的产生原因而言，是由于其他未见因素

（也称“第三变量”）的影响，而得出具有误导性的两

个变量之间在统计上的相关系数［５１］．统计学上典型

的例子是：荷兰统计数据显示，在连续的几个春季

中，鹳鸟巢的数量与人类婴儿出生数量之间呈现正

相关关系；但事实上，这两者之间并不存在相关关

系，而是皆与数据观测之前９个月的天气相关．

在经典的统计学相关分析方法中，偏相关系数

是发现伪相关关系的重要手段．从偏相关系数的定

义来看，其考查的是剔除其他因素影响后两个变量

之间的相关关系．就鹳鸟巢数量与人类婴儿出生数

量这一伪相关实例而言，当剔除“数据观测之前９个

月的天气”这一影响因素后，鹳鸟巢数量与人类婴儿

出生数量并不呈现相关关系．

值得强调的是，大数据情境下，数据的海量性、

高维性将大大增加伪相关发生的可能性［５０］；进一步

地，海量性、高维性也使得伪相关的发现变得更加困

难．而本质上来看，伪相关的识别关键在于“第三变

量（可以是单个变量，也可以是多个变量）”的探寻．
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因此，大数据时代，如何从复杂庞大的数据集中快

速、准确的发现“第三变量”是伪相关判别的重要瓶

颈．毕竟，面向整体数据集的反复计算是我们难以接

受的．那么解决这一问题的可能路径是什么？笔者

认为，大数据时代的来临，并不意味着经典统计学中

统计抽样、假设检验都应摒弃；而应借鉴经典的统计

抽样思想，设计有效的拆分与融合策略（如：如何有

效的保持整体性质等），从而在保证计算效率的条件

下实现研究目标．其主要思想是，在特定的数据分析

与挖掘任务下，按照某种策略，将大数据集拆分为若

干小数据集，然后在每一个小数据集上进行数据分

析，在此基础上，将每个小数据集上的数据分析结果

融合，进而形成一个整体数据集上的推断．笔者文献

［７］的研究成果面向大数据的降维问题开展了数据

集的拆分与融合策略研究．策略的设计考虑到了小

数据集与大数据集分布的近似性、各小数据集间的

信息传递性、数据分析时样本的整体覆盖性等．研究

结果表明，所提出的拆分与融合策略，既显著提高了

大数据集的计算效率，又获得了满意的降维结果．我

们认为，这一尝试可为大数据情境下高效发现“第三

变量”进而识别伪相关关系提供可行的数据挖掘技

术．当然，本质上来看，这种拆分与融合策略有望对

大数据的“海量性”这一困难问题提供可行的求解

路径．

３　基于互信息的相关分析

就大数据而言，数据关系往往呈现非线性等复

杂特征．因此，经典的线性相关分析方法难以有效探

测数据的内在结构与规律．从现有研究进展来看，基

于互信息的度量准则，由于其具有能够有效刻画非

线性相关关系的优势，而日益受到重视．

我们知道，对于信息系统而言，信息熵是有效刻

画信息含量（信息结构、不确定性等）的度量工具．熵

最早由德国物理学家Ｃｌａｕｓｉｕｓ于１９世纪５０年代提

出，用于度量能量在空间中分布的均匀程度，若能量

分布越均匀，则熵值越大．在此基础上，信息论之父

Ｓｈａｎｎｏｎ（１９４８）
［５２］借鉴熵的概念，将信息中排除冗

余信息的平均信息量定义为“信息熵”，并给出了信

息熵的数学形式化表示．

考虑有狀个可能结果的随机变量犡，其概率分

布为犘（犡＝狓犻）＝狆犻，犻＝１，２，…，狀．则其信息熵的定

义为犎（犡）＝－∑
狀

犻＝１

狆犻ｌｏｇ狆犻．

设随机向量（犡，犢）的联合概率分布为狆犻犼，则

（犡，犢）的二维联合熵为

犎（犡，犢）＝－∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狆犻犼ｌｏｇ狆犻犼．

　　假定犡 和犢 的边际分布分别为狆犻·和狆·犼，可

定义在已知犢 的条件下犡 的条件熵

犎（犡／犢）＝－∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狆犻犼ｌｏｇ
狆犻犼
狆·犼
，

　　同理，可得在已知犡 的条件下犢 的条件熵为

犎（犢／犡）＝－∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

狆犻犼ｌｏｇ
狆犻犼
狆犻·
．

信息论认为，系统越有序，则信息熵越小；相反

地，系统越混乱，则信息熵越大．因此，信息熵可以作

为系统不确定性程度（或者说有序化程度）的度量标

准．一般而言，犎（犡）－犎（犡 犢）（等价于 犎（犢）－

犎（犢 犡））表示已知犢（犡）的情况下犡（犢）信息量的

变化程度．显然，若变化程度较小则表明犢（犡）对

犡（犢）的影响较小，也就是说，犡 与犢 相关性弱．反

之，说明犡与犢 相关性强．这个差值称为互信息，记

为犐（犡，犢）．

互信息作为相关分析的度量，其最大优势在于

能有效刻画变量之间的非线性关系．在大数据相关

分析中，最具影响力的研究成果是 Ｒｅｓｈｅｆ等人于

２０１１年发表在《Ｓｃｉｅｎｃｅ》上的论文“Ｄｅｔｅｃｔｉｎｇｎｏｖｅｌ

ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎｓｉｎｌａｒｇｅｄａｔａｓｅｔｓ”
［２６］．研究中通过互信

息定义了两个变量之间的最大信息系数（Ｍａｘｉｍａｌ

ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，犕犐犆），用来衡量两个变量

之间的相关性．这一系数包含两个重要性质：通用

性（Ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ）、均等性（Ｅｑｕｉｔａｂｉｌｉｔｙ）．具体而言，传

统的相关系数往往是针对特定的函数类型（如线性、

指数、周期性函数）测量变量之间的相关性程度，而

犕犐犆可测量任何函数形式的相关性，包括叠加函

数，因此，具有通用性．均等性则是指，对于具有相等

犕犐犆取值的不同函数形式的数据而言，当给予同等

程度的噪音，犕犐犆的取值仍然保持相等，这在传统

的统计方法中是很难做到的．

犕犐犆的直观理解是：对于变量犡，犢 的散点图

而言，存在某种网格覆盖散点图；根据各散点在网格

中子格内的频率来计算变量犡，犢 之间的相关系数．

具体而言，首先对数据集进行网格划分，即分别在狓

轴、狔轴上进行行、列划分从而形成具有狓列、狔行

的网格犌；对给定的有序对集合犇，犇中的每一个序

对将被置于某一个子格中，可以容许某些子格为空．

然后，对于给定的狓列、狔行，计算任意划分的网格
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对应的最大互信息犐（犇，狓，狔）＝ｍａｘ犐（犇 犌）．其

中，犐（犇｜犌）（简记为犐犌）是犇｜犌的互信息，犇｜犌的概

率分布是通过网格犌 中每个子格中散点的频率给

出；犐（犇，狓，狔）代表在给定的狓列、狔行情况下的最

大互信息．最后，针对任意的狓列、狔行，基于每个

犐（犇，狓，狔）标准化得到特征矩阵：

犕（犇）狓，狔 ＝
犐（犇，狓，狔）

ｌｏｇｍｉｎ狓，｛ ｝狔
，

在此基础上定义信息最大相关系数（犕犐犆）：

犕犐犆＝ ｍａｘ
狓狔＜犅（狀）

犕（犇）狓，｛ ｝狔 （１０）

其中，狓狔＜犅（狀）是指网格分割细度小于犅（狀）．

从犕犐犆的定义来看，网格划分存在无穷多种情

况．为了提高计算效率，本文引入两个参数：犅（狀）和

犮．犅（狀）是搜索网格大小的上界，定义适当的犅（狀）

是很重要的．犅（狀）太高，将会导致每一个点具有一

个网格，进而使得变量不相关时，犕犐犆的取值却不

为零；犅（狀）太低，意味着只能搜索一些简单的模型．

本文默认犅（狀）取值为狀０．６．而另一个参数犮则与网

格划分方式相关．在给定狓列、狔行的情况下，可先

将所有点按照纵轴均分为狔行（如图３（ａ）所示），并

将列划分为犮·狓等份（大量实验表明，犮＝１５为最佳

值）（如图３（ｂ）所示），再将犮·狓等份合并为狓 列

（如图３（ｃ）所示）；类似的，将所有点按照横轴均分

为狓列，并将行划分为犮·狔等份（犮＝１５），再将犮·狔

等份合并为狔行；在遍历所有可能的划分情况下，计

算给定狓列、狔行情况下的最大互信息犐（犇，狓，狔）．

需要注意的是，这里提到的“均分”是指样本点个数

的均分，而非样本取值的均分．以狓＝２，狔＝２为例，

如图３所示．

根据犕犐犆的定义，可以证明其具有如下性质．

（１）犕犐犆是每个犐（犇，狓，狔）标准化后的最大

值，因此其值在［０，１］；

（２）由于互信息具有对称性，因此，犕犐犆（犡，犢）＝

犕犐犆（犢，犡）；

（３）因为犐犌的取值仅依赖于数据点的排序分

布，故犕犐犆在保序变换下具有不变性；

（４）犕犐犆的极限性质，即当样本狀→∞时：

①对于无噪音的非常数函数关系，犕犐犆→１；

②对于无噪音关系（包括无噪音函数的叠加），

犕犐犆→１；

③当两个变量独立时，犕犐犆→０．

本文通过大量的实验说明该方法比经典的皮尔

逊相关系数、斯皮尔曼相关系数等方法更细致地描

述了两个变量之间的相关关系，尤其均等性是任何

图３　犕犐犆的网格划分示意图

已有相关系数都无法替代的．

然而，该论文仅针对两个数值型变量的情况开

展了研究．我们试想，由于任意两类随机变量、两组

随机向量之间均可以计算互信息，因而，可以考虑将

该方法推广到任意两类变量之间和向量之间的相关

性的度量．

４　基于矩阵计算的相关系数

大数据研究中，变量的高维特性是相关分析的

另一个重要挑战．相应地，面向高维变量，基于矩阵

计算的相关分析方法成为一种自然的研究范式．

本节用犡＝（犡１，犡２，…，犡狆），犢＝（犢１，犢２，…，

犢狇）分别表示狆维，狇维随机向量．其中，犡１，犡２，…，

犡狆为犡 的狆个特征，犢１，犢２，…，犢狇为犢的狇个特征．

两个随机向量在狀个样本下的矩阵为犃＝（狓犻犼）狀×狆与
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犅＝（狔犻犼）狀×狇．用犡
犻代表犃 的第犻行，表示第犻个样

本的狆 个变量（特征）的取值．用犡犼代表犃 的第犼

列，表示狀个样本的第犼个变量（特征）的取值．类似

地，有犢犻，犢犼．

４１　犚犞系数

１９７３年Ｅｓｃｏｕｆｉｅｒ提出了用于度量两个随机向

量之间更具泛化性的相关系数———犚犞系数
［５３］．

两个矩阵犃和犅 的协方差和方差分别定义为

狋狉（犃犃′犅犅′），狋狉（犃犃′）２，狋狉（犅犅′）２（其中狋狉（·）是矩

阵（·）的迹，定义为矩阵主对角线元素的和）．鉴于

上述定义，犚犞 系数以皮尔逊相关系数的方式重新

构造，即得

犚犞（犃，犅）＝
狋狉（ΑΑ′ΒΒ′）

狋狉（犃犃′）２狋狉（犅犅′）槡 ２

（１１）

　　从矩阵元素的视角，犚犞还可以表示为

犚犞 ＝
∑
狆

犽＝１
∑
狇

犾＝１

狉２（犡犽，犢犾）

∑
狆

犽，犾＝１

狉２（犡犽，犡犾槡
） ∑

狇

犽，犾＝１

狉２（犢犽，犢犾槡
）

（１２）

其中狉（犡犽，犢犾）是犡犽，犢犾的样本相关系数．因此，犚犞

是式（７）的广义平方和．

该公式我们需要注意两点：

（１）当矩阵犃和犅同为狀×狆阶矩阵时，该公式

可以理解为从矩阵的内积的角度定义．矩阵犃和犅

的内积为〈犃，犅〉＝狋狉（犃′犅），按照式（８），犃和犅 的相

关系数为

狉（犃，犅）＝
狋狉（犃′犅）

狋狉（犃′犃）狋狉（犅′犅槡 ）
（１３）

　　这是最简单的一种矩阵相关系数，犚犞 系数是

对不同型矩阵的改进，用犃′犃 和犅′犅分别代替犃 和

犅，代入式（１３）即得式（１１）．由于犃′犃 和犅′犅 是对称

矩阵保证了犚犞 系数具有旋转不变性．

（２）犚犞是测量犃′犃 和犅′犅 紧密程度的测度，

犚犞的取值范围是 ０，［ ］１ ．当犚犞越接近１时，说明

对于这狀个样本，用犡（犢）代替犢（犡）越合理．

文献［５４］则指出对于小样本而言犚犞相关系数

偏高，当样本增大时，犚犞将趋近于０．本文认为这种

误差是由于犃犃′和犅犅′对角线元素引起的，由此提

出了用犃犃′－ｄｉａｇ（犃犃′）＝犃犃′
　～
代替犃犃′，类似定义

犅犅′
　～
，得到修正犚犞系数，记为犚犞ｍｏｄ：

犚犞ｍｏｄ＝狋狉（犃犃′
　～

犅犅′
　～
）／ 狋狉（犃犃′

　～
）２狋狉（犅犅′

　～
）槡 ２．

　　实际上，与犚犞系数相比，犚犞ｍｏｄ系数还可以衡

量变量间的负相关，即犚犞ｍｏｄ∈［－１，１］．从元素角

度看，犚犞ｍｏｄ是将狉（犡犽，犢犾）修正为

狉２ｍｏｄ（犡犽，犢犾）＝狉
２（犡犽，犢犾）－

１

狀－（ ）１
２

∑
狀

犻＝１

（狓犻犽狔犻犾）
２，

则

犚犞ｍｏｄ＝
∑
狆

犽＝１
∑
狇

犾＝１

狉２ｍｏｄ（犡犽，犢犾）

∑
狆

犽，犾＝１

狉２ｍｏｄ（犡犽，犡犾槡
） ∑

狇

犽，犾＝１

狉２ｍｏｄ（犢犽，犢犾槡
）

．

　　进一步地，文献［５５］指出犚犞，犚犞ｍｏｄ是有偏估

计，给出了一种无偏估计犚犞ａｄｊ：

犚犞ａｄｊ＝
∑
狆

犽＝１
∑
狇

犾＝１

狉２ａｄｊ（犡犽，犢犾）

∑
狆

犽，犾＝１

狉２ａｄｊ（犡犽，犡犾槡
） ∑

狇

犽，犾＝１

狉２ａｄｊ（犢犽，犢犾槡
）

，

其中，狉２ａｄｊ（犡犽，犢犾）＝１－
狀－１
狀－２

（１－狉２（犡犽，犢犾））．

事实上，犚犞系数具有优良的泛化性．文献［５６］

给出了犚犞系数的广义模型，即寻找狆×狊矩阵犔和

狇×狊矩阵犕，使得犚犞（犃犔，犅犕）达到最大．以２．３．３

节的典型相关系数为例，运用矩阵的表现形式，即寻

找满足犔′犃′犃犔＝犈和犕′犅′犅犕＝犈的矩阵犔和犕，

使得犚犞（犃犔，犅犕）达到最大．可见，典型相关系数是

犚犞系数广义模型的特例．

犚犞系数广义模型泛化性的优势在于可以根据

需要设计矩阵犔 和犕．实际上，经典的线性多元统

计分析方法（如主成分分析、典型相关分析、多元回

归分析、线性判别）均可视为犚犞系数广义模型的特

例，其区别在于犔、犕 的构造条件不同．更多细节请

参看文献［５６］．

４２　协方差矩阵的改进

大数据时代，诸多领域产生了大量的高维数据．

例如：基因数据、天体物理数据、图像数据等等．这

些数据有一个共同的特点是样本的维数（特征）远远

大于样本个数，即特征要素和样本量可能都趋于无

穷大的增长，而特征要素相比于样本量呈指数级增

长．以 Ｗｅｂ文本为例，它的维度（属性）通常可以达

到成百上千维，甚至更高；研究文本分类问题时，即

便对相关文本进行全部采样，所获得的样本量仍然

小于特征维数．通常，我们将这类问题称之为高维数

据问题，即狆，狇狀．高维数据问题带来的主要挑战

是解的不确定性问题，即已知的信息量难以获取唯

一解．因此，诸多学者致力于探索面向高维数据分析

的新方法．

传统的高维数据相关分析是以协方差矩阵为基

础构造相应的数学模型．正如４．１节中的犃犃′、犅犅′

在中心化后本身就是协方差矩阵．因此协方差矩阵

０１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１６年



的估计的精准性直接影响随机向量相关系数的计

算．然而，经典的样本协方差矩阵的估计方法难以适

用于高维数据．具体而言，不失一般性，设犈犡＝０，犡

的协方差矩阵为Σ狆＝犈犡犡
Ｔ＝（σ犻犼）狆×狆．在统计学

中，往往用样本协方差矩阵Σ^狆＝（σ^犻犼）狆×狆来估计它．

这里，当狆＜狀时，Σ^狆具有无偏性同时是正定矩阵．

但是，当维数狆增大或狆／狀大时，样本协方差矩阵

不再具有这些性质，现已有随机矩阵理论证明了样

本协方差矩阵的这一缺陷［５７５８］．换言之，对于高维

数据而言，经典的样本协方差估计不再是协方差矩

阵的优良估计．

因此，相关学者研究了适应于高维数据的协方

差矩阵估计，估计方法大致可分为两类．一类是针对

变量（特征）具有一定自然顺序的高维数据，如纵向

数据，对于这类数据，变量之间间隔越远则相关性越

弱．另一类则是面向变量（特征）不具有自然顺序的

高维数据．对于第一类情况可以正则化协方差矩阵，

比如条带（Ｂａｎｄｉｎｇ）估计
［５９］或渐变（Ｔａｐｅｒｉｎｇ）估

计［６０］．对于第二类情况，由于变量之间不存在自然

顺序，也就无法排序（比如基因表达序列），这时需要

应用变量排序的不变性阈值估计方法［６１］．

文献［５９］针对第一类情况，运用条带估计方法

直接将样本协方差矩阵的每一项正则化，即

Σ^狆 ≡Σ^犽，狆 ＝ （［σ犻犼犐（犻－犼 犽）］）狆×狆 （１４）

其中，０犽＜狆（犽为条带宽度，表示矩阵的稀疏程

度），犐（·）是示性函数，

犐（犻－犼 犽）＝
１， 犻－犼 犽

０， 犻－犼 ＞
｛ 犽

．

　　通过条带估计方法，可将原协方差矩阵转化为

稀疏矩阵，矩阵形如图４所示．

图４　条带协方差矩阵估计示意图

图中黑色方块代表该位置数据非零，灰色方块

代表该位置数据为零．进一步地，本文在谱范数的基

础上证明了，这种正则化方法可以达到一个理想的

收敛速度．换言之，协方差的估计值与真实值之间的

距离与 ｌｏｇ狆（ ）狀

α／（２（α＋１））

同阶，其中α是刻画矩阵稀疏

的参数．

实际上，对于第一类情况而言，变量之间间隔越

远，其相关性呈现逐渐减弱的特性．显然，文献［５９］

基于示性函数的条带估计方法并未有效刻画这一特

性．因此，文献［６０］对文献［５９］进行了改进，通过设

置权重狑犻犼＝犽
－１
犺 ｛（犽－ 犻－犼 ）＋－（犽犺－ 犻－犼 ）＋｝

（其中，犽犺＝犽／２，不失一般性可假设犽是偶数，如

图５所示），从而定义

Σ^＝Σ^犽 ＝ 狑犻犼σ^犻（ ）犼 狆×狆 （１５）

图５　关于 犻－犼 的权重函数图

基于渐变估计方法构造的稀疏矩阵如图６所

示，文献［６０］进一步证明了这种估计具有理想的收

敛上界．

图６　渐变协方差矩阵估计示意图

事实上，在相关系数的度量中（如典型相关分

析），有时需要对协方差矩阵的逆进行估计．相应地，

文献［６１６２］围绕第一种情况下协方差矩阵的逆估

计开展了研究，细节参看文献．

对于第二类情况而言，同样围绕稀疏矩阵的构造

开展研究，提出了硬阈值估计［６３］（ＨａｒｄＴｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ

Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ）、软 阈 值 估 计
［６４］（ＳｏｆｔＴｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ

Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ）、平滑截尾绝对偏差估计
［６５］（Ｓｍｏｏｔｈｌｙ
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ＣｌｉｐｐｅｄＡｂｓｏｌｕｔｉｏｎＤｅｖｉａｔｉｏｎＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ＳＣＡＤＥ）

和极小极大凹性估计［６６］（ＭｉｎｉｍａｘＣｏｎｃａｖｉｔｙＥｓｔｉ

ｍａｔｉｏｎ，ＭＣＥ）．事实上，硬阈值与软阈值各具优缺

点．硬阈值估计尽管是间断函数，但其具有无偏性；

而软阈值估计满足连续性，但其估计偏差较大．因

此，在实际应用中，经常使用既保证连续（软阈值的

优点）又更容易无偏（硬阈值的优点）的平滑截尾绝

对偏差估计和极小极大凹性估计．通过上述估计则将

原协方差矩阵转化为如下稀疏矩阵（如图７所示）．

图７　第二类协方差矩阵估计示意图

综合来看，基于矩阵计算的相关系数试图充分

利用矩阵工具，将高维数据的关系罗列在矩阵表上，

借助大数据高维稀疏的特点，利用正则化方法简化

数据表从而进行数据相关分析．从技术上来讲，基于

矩阵计算的相关系数本质上仍然是皮尔逊相关系数

的构造思想，但通过矩阵理论将简化协方差矩阵表，

进而降低计算复杂度．进一步地，分布式计算是大数

据处理不可缺少的技术，对于矩阵来说，探索数据的

块分布现象，运用分块矩阵计算方法，可为高维大数

据的相关分析提供可行的求解技术．

５　基于距离的相关系数

在大数据相关分析中，非线性与高维性往往是

并存的．２００７年Ｓｚéｋｅｌｙ从特征函数的距离视角考

察了两个随机向量之间的非线性相关系数［２７］，为高

维数据的非线性相关性分析提供了有效的度量

准则．

由于犢 的分布函数犉（犢）和已知犡的条件下犢

的条件分布函数犉（犢 犡）的差异程度代表了犡 与

犢相关程度的大小，为了便于计算，通常用犡 与犢

的联合分布函数犉（犡，犢）与各自分布函数乘积

犉（犡）犉（犢）之差来代替．因为特征函数可以由分布

函数唯一确定，而特征函数又能与距离相联系，故

而，用犡与犢 的联合特征函数犳犡犢（狊，狋）与各自特征

函数乘积犳犡（狊）犳犢（狋）之差来作为最终衡量相关程

度的指标，具体细节如下：

对于实数向量狊＝（狊１，狊２，…，狊狆）∈犚
狆，它的欧

氏范数为 狊 ＝（狊２１＋狊
２
２＋…＋狊

２
狆）
１／２．进一步定义

〈狊，犡〉＝狊１犡１＋狊２犡２＋…＋狊狆犡狆为狊与犡 的内积．

同理，可以定义狋＝（狋１，狋２，…，狋狇）∈犚
狇，狋 ，〈狋，犢〉．

在此基础上，随机向量（犡，犢）的联合特征函数定

义为

犳犡犢（狊，狋）＝犈ｅｘｐ［ｉ〈狊，犡〉＋ｉ〈狋，犢〉］，

其中，ｉ为虚数单位．犡，犢各自的特征函数为

犳犡（狊）＝犳犡犢（狊，０）＝犈ｅｘｐ［ｉ〈狊，犡〉］，

犳犢（狋）＝犳犡犢（０，狋）＝犈ｅｘｐ［ｉ〈狋，犢〉］．

　　我们知道，对于任意的狊∈犚狆，狋∈犚狇，当且仅当

犳犡犢（狊，狋）＝犳犡（狊）犳犢（狋），犡与犢独立．这意味着若等

式犳犡犢（狊，狋）＝犳犡（狊）犳犢（狋）成立，则犡与犢独立，也就

意味着犡与犢不相关；若犳犡犢（狊，狋）＝犳犡（狊）犳犢（狋）不

成立，则犡与犢不独立，即具有线性或非线性关系．

依据此性质，设计新的不局限于线性关系的距离协

方差和方差．

定义随机向量犡与犢 的距离协方差犞（犡，犢），

方差犞２（犡），犞２（犢）．公式如下：

犞２（犡，犢）＝ 犳犡犢（狊，狋）－犳犡（狊）犳犢（狋）
２
狑

＝∫
犚
狆＋狇

犳犡犢（狊，狋）－犳犡（狊）犳犢（狋）
２狑（狊，狋）ｄ狊ｄ狋，

犞２（犡）＝犞
２（犡，犡）＝ 犳犡犡（狊，狋）－犳犡（狊）犳犡（狋）

２
狑，

犞２（犢）＝犞
２（犢，犢）＝ 犳犢犢（狊，狋）－犳犢（狊）犳犢（狋）

２
狑，

其中，狑（狊，狋）是权重函数，它的选择需要满足３个条

件，即保证被积函数可积性；犡与犢 独立时，相关系

数为零；犡与犢同比例变化时，相关系数不变．在此

基础上，定义距离相关系数

犚２（犡，犢）＝

犞２（犡，犢）

犞２（犡）犞２（犢槡 ）
， 犞２（犡）犞２（犢）＞０

０， 犞２（犡）犞２（犢）＝

烅

烄

烆 ０

（１６）

　　同时给出了相应的样本距离相关系数为

犚２狀（犡，犢）＝

犞２
狀（犡，犢）

犞２
狀（犡）犞

２
狀（犢槡 ）

， 犞２
狀（犡）犞

２
狀（犢）＞０

０， 犞２
狀（犡）犞

２
狀（犢）＝

烅

烄

烆 ０

（１７）

其中： 犞２
狀（犡，犢）＝

１

狀２∑
狀

犽，犾＝１

狌犽犾狏犽犾，

犞２
狀（犡）＝犞

２
狀（犡，犡）＝

１

狀２∑
狀

犽，犾＝１

狌２犽犾，
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犞２
狀（犢）＝犞

２
狀（犢，犢）＝

１

狀２∑
狀

犽，犾＝１

狏２犽犾，

狌犽犾＝犪犽犾－犪
－
犽．－犪

－
．犾＋犪

－
．．，犽，犾＝１，…，狀，

狏犽犾＝犫犽犾－珔犫犽．－珔犫．犾＋珔犫．．，犽，犾＝１，…，狀，

犪犽犾＝ 犡犽－犡
犾
狆，犫犽犾＝ 犢

犽
－犢

犾
狇，

犪
－
犽．＝

１

狀∑
狀

犾＝１

犪犽犾，犪
－
．犾 ＝

１

狀∑
狀

犽＝１

犪犽犾，犪
－
．．＝
１

狀２∑
狀

犽，犾＝１

犪犽犾，

珔犫犽．＝
１

狀∑
狀

犾＝１

犫犽犾，珔犫．犾 ＝
１

狀∑
狀

犽＝１

犫犽犾，珔犫．．＝
１

狀２∑
狀

犽，犾＝１

犫犽犾．

　　需要强调的是，相关结论是在原假设犳犡犢＝

犳犡犳犢的基础上推导出来的．因此，在其实际应用中

需要进行假设检验．事实上，本文也给出了拒绝犡

与犢独立假设的拒绝域狑：

狑＝ 犞狀 狀犞２狀／槡 犛Φ
－１（１－α／２｛ ｝），

其中，犛＝
１

狀２∑
狀

犽，犾＝１

犡犽－犡犾 狆

１

狀２∑
狀

犽，犾＝１

犢犽－犢犾 狇，Φ（·）是

标准正态分布的分布函数．文献进一步证明了渐进性

质，即若犈 犡 狆＜∞，犈犢 狇＜∞，则ｌｉｍ
狀→∞
犞狀（犡，犢）＝

犞（犡，犢），ｌｉｍ
狀→∞
犚狀（犡，犢）＝犚（犡，犢）都几乎处处成立，

进而保证了样本估计总体的合理性．需要进一步说

明的是，这里的距离相关系数是一个有偏估计，当维

数增大时，犚狀一致趋于１．因此，文献［６７］进行了改

进，得到了距离相关系数的无偏估计．

综合来看，以距离为基础的相关系数，从特征函

数视角构造了相关性刻画的度量方法，因而，具有两

个显著优点：（１）所度量的相关性，不仅仅局限于线

性相关关系；（２）可以度量任意两个不同维数的随

机向量的相关性．基于上述优点，其被广泛应用于机

器学习［６８］、气候变化［６９］、地理电离层时间序列分

析［７０］、核化学［７１］等领域．但是，距离相关系数涉及到

高维向量间距离计算及矩阵点乘运算，计算耗时也

非常巨大．应用矩阵理论对数据降维或对矩阵分块，

进而提高计算效率则是距离相关系数的未来研究

方向．

６　研究展望

大数据表现出的非线性、高维性、海量性（大规

模、快速增长）等特征，为大数据相关分析提出了严

峻的挑战．围绕这些挑战，各种大数据相关分析方法

也不断涌现．本文面向非线性、高维性问题，从统计

相关分析、互信息、矩阵计算、距离４个方面对现有

研究成果进行了分析，其特点比较见表３．此外，在

探讨大数据的伪相关识别问题中，提出的保持整体

性质的拆分与融合策略可为“海量性”问题提供新的

解决途径．

表３　大数据相关分析方法比较

方法 特点 发展

统计学中的相关分析理论 线性相关分析
典型相关系数的

非线性、高维性推广

基于互信息的相关分析 非线性相关分析 犕犐犆的高维推广

基于矩阵计算的

相关分析

线性、高维
相关分析

分块矩阵计算

基于距离的

相关分析

非线性、高维
相关分析

分块矩阵计算

从现有研究成果来看，典型相关分析、基于矩阵

计算的相关分析、距离相关系数围绕高维随机变量

的相关分析开展了研究，然而，关于计算效率的问题

仍显困难；就非线性而言，典型相关分析、距离相关

系数也进行了探索，特别是基于互信息的相关分析，

由于其具有的通用性、均等性两个重要性质，表现出

良好的非线性相关的刻画能力，因而备受关注，但

是，其仅仅是针对两个随机变量进行研究；就大数据

的海量性（大规模、快速增长）而言，关于相关分析的

重要研究成果仍不多见．总体来看，尽管大数据相关

分析已经取得重要进展，但围绕大数据的复杂特征，

仍有诸多挑战亟待探索与解决．

（１）高维数据的相关分析．在探索随机向量间

相关性度量的研究中，随机向量的高维特征导致巨

大的矩阵计算量，这也成为高维数据相关分析中的

关键困难问题．面临高维特征空间的相关分析时，数

据可能呈现块分布现象，如医疗数据仓库、电子商务

推荐系统．探测高维特征空间中是否存在数据的块

分布现象，并发现各数据块对应的特征子空间，本质

上来看，这是基于相关关系度量的特征子空间发现

问题．结合子空间聚类技术，发现相关特征子空间，

并以此为基础，探索新的分块矩阵计算方法，有望为

高维数据相关分析与处理提供有效的求解途径．然

而，面临的挑战在于：①如果数据维度很高、数据表

示非常稀疏，如何保证相关关系度量的有效性？②分

块矩阵的计算可以有效提升计算效率，但是，如何对

分块矩阵的计算结果进行融合？

（２）多变量数据的相关分析．大数据相关分析

中，非线性相关关系的度量是一个重要课题．２０１１年

在《Ｓｃｉｅｎｃｅ》上发表的论文“Ｄｅｔｅｃｔｉｎｇｎｏｖｅｌａｓｓｏｃｉａ

ｔｉｏｎｓｉｎｌａｒｇｅｄａｔａｓｅｔｓ”
［２６］，给出了两个随机变量之

间非线性相关关系的度量准则．然而，在现实的大数

据相关分析中，往往面临多变量情况．显然，发展多

变量非线性相关关系的度量方法是我们面临的一个
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重要挑战．

（３）大规模数据的相关分析．大数据时代，相关

分析面向的是数据集的整体，因此，试图高效地开展

相关分析与处理仍然非常困难．为了快速计算大数

据相关性，需要探索数据集整体的拆分与融合策略．

显然，在这种“分而治之”的策略中，如何有效保持整

体的相关性，则是大规模数据相关分析中必须解决

的关键问题．作者的研究成果
［７］给出了一种可行的

拆分与融合策略，文献［７２］也指出随机拆分策略是

可能的解决路径．当然，在设计拆分与融合策略时，

如何确定样本子集规模、如何保持子集之间的信息

传递、如何设计各子集结果的融合原理等都是具有

挑战性的问题．

（４）增长性数据的相关分析．大数据中，数据呈

现快速增长特征．更为重要的是，诸如电商精准推荐

等典型增长性数据相关分析任务，迫切需要高效的

在线相关分析技术．就增长性数据而言，可表现为样

本规模的增长、维数规模的增长以及数据取值的动

态更新．显然，对增长性数据相关分析而言，特别是

对在线相关分析任务而言，每次对数据整体进行重

新计算对于用户而言是难以接受的，更难以满足用

户的实时性需求．我们认为，无论何种类型的数据增

长，往往与原始数据集存在某种的关联模式，利用已

有的关联模式设计具有递推关系的批增量算法是一

种行之有效的计算策略．作者的研究成果
［７３７４］面向

数据降维问题，围绕增长性数据开展了批增量算法

研究，取得了显著成效．那么，面向大数据的相关分

析任务，探测增长性数据与原始数据集的关联模式，

进而发展具有递推关系的高效批增量算法，可为增

长性数据相关分析尤其是在线相关分析提供有效的

技术手段．

综合来看，尽管大数据相关分析的研究成果尚

不丰富，但是，围绕非线性、高维性、海量性等复杂特

征的现有进展已经为大数据相关分析提供了一个基

本的研究框架，为更多有价值研究的不断涌现奠定

了重要基础．然而，需要指出的是，在大数据相关分

析的现有研究中仍然具有一个共性困难，即可计算性

挑战．就大数据的可计算问题而言，以 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ

为代表的非关系数据管理技术为大数据分析与处理

提供了一种并行处理架构，并围绕频繁序列模式挖

掘［７５］、聚类［７６］等数据挖掘任务开展了高效计算方法

研究．但是，围绕大数据相关分析可计算性的研究仍

然很少，从现有成果来看，仅仅进行了一些初步的探

索．期刊《ＢｉｇＤａｔａＲｅｓｅａｒｃｈ》于２０１４年推出的大数

据可扩展计算（ＳｃａｌａｂｌｅＣｏｍｐｕｔｉｎｇｆｏｒＢｉｇＤａｔａ）专

辑中的论文［７７］，基于相关图的极大团挖掘方法提出

了一种高维相关子空间的搜索策略，避免了传统

Ａｐｒｉｏｒｉ算法中具有较高计算耗时的逐层搜索模式，

进而为大数据中多变量相关分析提供了一种快速计

算方法．文献［７８］则基于云计算架构，通过云运算将

各端点云合并为中心云进而产生中心云滴，在此基

础上，以中心云滴为大数据的不确定性复原小样本

并针对其进行典型相关分析运算，进而提出了具

有较高计算效率的大数据典型相关分析的云模型

方法．当然，值得进一步强调的是，可计算性挑战

作为大数据分析与挖掘中普遍存在的共性难题，

可以预见，其必然受到更多的关注．Ｋｌｅｉｎｅｒ等人在

ＩＣＭＬ２０１２上发表的研究成果“ＴｈｅｂｉｇｄａｔａＢｏｏｔ

ｓｔｒａｐ”
［７９］借鉴现有的技术手段，运用Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法

给出了一种大数据的重采样策略来实现大数据的高

效计算．进一步地，通过分析大数据的多层次／多粒

度特性［８０８１］，基于粒计算理论与方法的高效算法研

究也逐渐受到重视．文献［８２］通过对数据空间与特

征空间的粒化，运用集成学习技术开展了大规模数

据的聚类分析研究；文献［８３］则提出了一种利用决

策树思想的大数据分解方法，进而在每个分解的数

据粒上分别学习ＳＶＭ分类器，极大提高了ＳＶＭ的

学习效率；作者的研究成果［８４］，基于信息粒构造了目

标概念的正向近似，进而提出了一种有效的特征选择

加速器，显著提高了计算性能．总体来看，上述成果为

大数据分析的可计算提供了多角度的研究路径，进一

步地，如何实现特定数据分析任务与ＭａｐＲｅｄｕｃｅ、粒

化策略等大数据可计算手段的有机结合、如何平衡

算法效率与求解结果的精度进而高效获得可行的满

意近似解等问题则将是探索可计算性难题的新挑

战，这些问题的有效解决也将为大数据相关分析提

供强有力的技术支撑．

７　总　结

大数据相关分析作为探寻与发现事物内在规律

的重要“导航”工具，其自然成为大数据分析与挖掘

的关键科学问题．本文在对统计学中的经典相关分

析理论进行归纳、总结的基础上，从大规模数据的通

用性和均等性视角阐述了基于互信息的两个变量间

非线性相关分析理论；从高维数据可行计算的角度

分析了基于矩阵计算的相关系数；从非线性、高维性

数据的复杂结构方面解析了基于距离的相关系数．
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进一步地，从高维数据相关分析、多变量数据相关分

析、大规模数据相关分析、增长性数据相关分析及其

可计算性方面提出了未来的研究方向．

当然，大数据相关分析的研究尚处于起步阶段，

可以预见，在未来的大数据研究中，具有快捷、清晰、

高效探测事物内在关系、规律功能的大数据相关分

析将涌现大量的重要研究成果．本文针对大数据相

关分析的综述研究希望能够为关注大数据相关分析

理论与应用的研究者与实践领域专家提供借鉴．
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ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ：Ａｎａｃｃｅｌｅｒａｔｏｒｆｏｒａｔｔｒｉｂｕｔｅｒｅｄｕｃｔｉｏｎｉｎ

ｒｏｕｇｈｓｅｔｔｈｅｏｒｙ．ＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２０１０，１７４（９１０）：

５９７６１８

７１１期 梁吉业等：大数据相关分析综述



犔犐犃犖犌犑犻犢犲，ｂｏｒｎｉｎ１９６２，Ｐｈ．Ｄ．，

ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅ

ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｏｒｙ，ｄａｔａｍｉｎｉｎｇ

ａｎｄｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ．

犉犈犖犌犆犺犲狀犑犻犪狅，ｂｏｒｎｉｎ１９７７，Ｐｈ．Ｄ．，ｌｅｃｔｕｒｅｒ．Ｈｅｒ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｄａｔａ ｍｉｎｉｎｇ，ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｌｅａｒｎｉｎｇ

ｍｅｔｈｏｄａｎｄｂｉｇｄａｔａａｎａｌｙｓｉｓ．

犛犗犖犌犘犲狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９７９，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．

Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｄｅｃｉｓｉｏｎａｎｄｄａｔａ

ｍｉｎｉｎｇ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

　　Ａｓａｋｅｙｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｔｏｅｘｐｌｏｒｅｔｈｅｉｎｈｅｒｅｎｔｒｅｌｅｖａｎｃｅｏｆ

ｃｏｍｐｌｅｘｔｈｉｎｇｓｉｎａｑｕｉｃｋａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｗａｙ，ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ

ａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｂｉｇｄａｔａｈａｓｂｅｃｏｍｅｏｎｅｏｆｔｈｅｃｏｒｅｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ

ｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｔｈｅａｒｅａｏｆｂｉｇｄａｔａａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｍｉｎｉｎｇ．Ｔｈｉｓ

ｐａｐｅｒ，ｂａｓｅｄｏｎｒｅｖｉｅｗｉｎｇｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ

ｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｂｉｇｄａｔａ，ｓｔｕｄｉｅｓｔｈｅ

ｆｒｏｎｔｉｅｒｒｅｓｅａｒｃｈａｎｄｃｈａｌｌｅｎｇｅｓａｂｏｕｔｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒ

ｂｉｇｄａｔａ．ＴｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙＮＳＦＣ’ｓｋｅｙｐｒｏｇｒａｍ

ｎａｍｅｄ“ＴｈｅｏｒｙａｎｄａｐｐｒｏａｃｈｅｓｏｆｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｆｏｒＢｉｇ

Ｄａｔａ”．Ｂｉｇｄａｔａｉｓｌａｒｇｅｓｃａｌｅ，ｍｕｌｔｉｍｏｄｅａｎｄｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ．

Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｓｅｔｈｒｅｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ，ｔｈｅｐｒｏｇｒａｍａｉｍｓａｔ

ｅｘｐｌｏｒｉｎｇａｍｕｌｔｉｖｉｅｗｓｇｒａｎｕｌａｔｉｏｎｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆｂｉｇｄａｔａ，

ｐｒｏｐｏｓｉｎｇｍｕｌｔｉｇｒａｎｕｌａｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎｄｉｓｃｏｖｅｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｆ

ｂｉｇｄａｔａ，ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇａｃｒｏｓｓｇｒａｎｕｌａｔｉｏｎｒｅａｓｏｎｉｎｇｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｏｆｂｉｇｄａｔａ，ａｎｄｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｏｒｉｅｓ

ａｎｄｍｅｔｈｏｄｓｏｆｂｉｇｄａｔａｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙ．Ｉｔｉｓｏｕｒｗｉｓｈｔｈａｔ

ｔｈｉｓｐｒｏｇｒａｍ ｐｒｏｖｉｄｅｓｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅｆｏｒｂｉｇ

ｄａｔａｍｉｎｉｎｇａｎｄｎｅｗｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｆｏｒｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇｂｉｇｄａｔａ

ｉｎｄｕｓｔｒｙｑｕｉｃｋｌｙ．

ＡｓｏｎｅｐａｒｔｏｆｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｆＮＳＦＣ’ｓＫｅｙＰｒｏｇｒａｍ，

ＧｒａｎｕｌａｒＣｏｍｐｕｔｉｎｇ Ｔｈｅｏｒｙａｎｄ ＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒＢｉｇ Ｄａｔａ，

ｗｈｉｃｈ，ｇｉｖｅｎｔｈｅｂｉｇｓｃａｌｅ，ｍｕｌｔｉｍｏｄｅａｎｄｅｖｅｒｇｒｏｗｉｎｇｂｉｇ

ｄａｔａ，ｓｅｅｋｓｔｏｅｘｐｌｏｒｅｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ，

ｉｎｔｒｏｄｕｃｅａｎｅｗｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ，ｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｉｎｆｅｒｅｎｃｅ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｆｏｒｂｉｇｄａｔａｓｏａｓｔｏｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙｄｅｖｅｌｏｐｔｈｅ

ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｏｒｙａｎｄ ｍｅｔｈｏｄｆｏｒｂｉｇｄａｔａ．Ｔｈｅ

ｓｔｕｄｙｉｓｅｘｐｅｃｔｅｄｔｏｇａｉｎｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅｉｎｔｈｅ

ａｒｅａｏｆｂｉｇｄａｔａａｎｄｐｒｏｖｉｄｅｔｅｃｈｎｏｌｏｇｉｃａｌｓｕｐｐｏｒｔｆｏｒｔｈｅ

ｒｏｂｕｓｔｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆＣｈｉｎａ’ｓＢｉｇＤａｔａｉｎｄｕｓｔｒｙ．

Ｈｉｇｈｌｅｖｅｌｓｔｕｄｙｉｓｃａｒｒｉｅｄｏｕｔｏｎｔｈｅｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｄａｔａ’ｓ ｆｅａｔｕｒｅ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ， ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ， ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ

ｐｕｂｌｉｓｈｅｄｉｎ犃狉狋犻犳犻犮犻犪犾犐狀狋犲犾犾犻犵犲狀犮犲，犐犈犈犈犜狉犪狀狊犪犮狋犻狅狀狊狅狀

犘犪狋狋犲狉狀犃狀犪犾狔狊犻狊犪狀犱犕犪犮犺犻狀犲犐狀狋犲犾犾犻犵犲狀犮犲，犐犈犈犈犜狉犪狀狊犪犮

狋犻狅狀狊狅狀犓狀狅狑犾犲犱犵犲犪狀犱犇犪狋犪犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犛犮犻犲狀犮犲犻狀犆犺犻狀犪

ａｎｄ犆犺犻狀犲狊犲犑狅狌狉狀犪犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉狊，ｅｔｃ．
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