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摘 要 Δ 侧重于建立形式概念分析与粗糙集之间融合的理论基础
9

利用形式概念分析中名 义梯级背景≅Ι0 而Ι 34

6δ 34: Α的概念
,

对信息系统进行平面梯级≅;4 3Κ Ι 6δ 34Κ ΙΛ Α得到 了衍生的形式背景
9

证明了粗糙集理论中的划分
、

上下近

似
、

独立
、

依赖
、

约简等核心概念都可以在相应的衍生背景中进行表示
9

揭示 了粗糙集理论在分析处理数据时的局

限性
,

指出了利用梯级的方法可以扩展粗糙集理论
9

关键词 Δ 粗糙集χ形式概念分析 χ名义梯级背景 χ平面梯级 χ概念格

中图法分类号 Δ

Θ; !∃ 文献标识码 Δ ϑ

粗糙集理论是 %∀ 世纪 ∃∀ 年代由波兰学者 ;3 7 43⊥ 提出的一个用于分析数据的数学理论�’,%ε
9

由于粗糙集理

论能够分析处理不精确
、

不一致和不完备信息!Ε, Χε ,

因此作为一种具有极大潜力和有效的知识获取工具而受到

人工智能工作者的广泛关注
9

形式概念分析 ≅50 >2
3一: 0 Ι : : α < 3 Ι 3 4Η6 Κ6Α是德国学者 .Κ 44: 4, ε提出的一种从形式背景≅50 >2
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曲开社 等
Δ形式概念分析对粗糙集理论的表示及扩展 % !Β&

格来进行数据分析和规则提取的强有力工具
,

已被广泛加以研究!Φ一#!
,

并应用到机器学习 φ’∀ε
、

软件工程�川和信息

获取【’%!等领域
9

对形式概念分析和粗糙集理论进行结合研究
,

目前 已有一些成果
9

Ω :Ι <44 Εε 和 Ψ3 044 Χ! 将粗糙集理论中上下近

似的思想引入到形式概念分析中
,

分别讨论了形式概念分析中的几种近似算子
9

王志海等人「’& ε研究了在形式概

念分析中如何实现粗糙集合的基本运算
,

并运用这些运算来求得函数依赖
9

张文修教授φ4Φ 4将粗糙集理论中属性

约简和辨识矩阵的概念引入到形式概念分析中
,

实现了形式背景中冗余知识的约简
9

我们 !! Β !将包含度和偏序集

的概念引入到形式概念分析中
,

对形式概念分析中的一些基本概念分别用包含度和偏序集加以表示
9

然而
,

这些

文献主要侧重于将粗糙集的概念引入到形式概念分析中
,

并没有对形式概念分析和粗糙集理论进行融合研究
9

本文侧重于建立粗糙集和形式概念分析之间融合的理论基础
9

本文利用形式概念分析中的名义梯级背景!Φ!

≅Ι 0而Ι3 46δ 34: Α和平面梯级!Φ! ≅;43Κ Ι 6δ3 Μ ΙΛ Α的概念
,

论证了粗糙集理论中的上下近似
、

属性依赖等核心概念都可

以在相应的衍生背景中进行表示
,

并指出了利用梯级的概念可以对粗糙集理论进行扩展
9

本文第 ! 节和第 % 节简要介绍粗糙集理论和形式概念分析的基本概念
9

第 Ε 节利用形式概念分析对粗糙集

理论的概念加以表示
9

第 Χ 节讨论粗糙集中对象集合的上近似与形式概念分析中对象集合的外延之间的联系
9

第 & 节简要分析粗糙集理论的局限性
,

指出利用形式概念分析对粗糙集进行扩展的重要性及可行性
9

第 Φ 节对

全文进行总结
9

! 粗糙集理论

定义 !�’4
9

信息系统 6 是一个四元组 6 Δ≅ [, ∴
,

., 乃
9

这里
,

[ 称为论域
,

它的元素称为对象 χ∴ 称为属性集
,

它的元素称为属性 χ[ 与 ∴ 是有限的非空集合 χ 7 γ , 9 ∴

呱 称为属性值域
,

呱 为属性 2 的值域 χ� 为 [ Σ∴ 到 7

的一个映射
,

对任意的 Λ 任[, 2 :
∴, �≅ Λ, 2 冲呱

,

通常称 �为信息函数或描述函数
9

一个简单的信息系统表示见表 !!%!
,

其中对象集为病人集合
,

属性集为症状集合
9

Θ3 = 4: ! ϑ Ι ΚΙ 50 >2
3 <Κ0 Ι 6Η6<: 2

表 ! 信息系统

;3<Κ
: Ι < Ξ : 3Ο 3 :Μ: ∴1 6: 4:

一

; 3ΚΙ Θ: 2 ;: > 3<1 >: Ρ4 1

;4  0
介

& Ξ ΚΛ Μ Ψ:
6

;? Ψ:
6  0 Ξ ΚΛΜ 介

6

;Ε Ψ:
6

Ψ:
6

8: >Η ΜΚΛ Μ Ψ:
6

产  0
Ψ:

6  0

>2
34  0

夕& Ψ:
6  0 Ξ ΚΛ Μ  0

卫互 坦Λ Η:
“

9

业业 丛名Μ 丘军

设 �γ ≅[, ∴
,

., 刀为一个信息系统 ,Υ ‘∴ 为一个属性子集,Λ, Μ‘ [, 等价关系

才四刀≅Υ Αγ 【≅Λ
,

ΜΑ�8 2 ‘ Υ
,

�≅ Λ
,

2 Αγ �≅ Μ
,

2 Αη

称为 Υ 不可分辨关系
9

令

φΛ ε3γ ιΜ任 [ �≅Λ
,

ΜΑ任产 ) ≅Υ Αη
9

我们称φΛ 4, 为由 Λ 决定的 Υ 等价类
,

此时
,

[胭 γ ι「Λε
, !# 任 [ η为论域 [ 的一个划分

9

定义 %! 引
9

设 6γ ≅[, ∴
,

., 刀为一个信息系统滩二[ 为一个对象子集,Υ ‘∴ 为一属性子集滩 关于 Υ 的下近似定

义为

旦≅ϑ Α γ ιΛ 任 [ �φ君ε
, Λ ϑ η

9

ϑ 关于 Υ 的上近似定义为

Υ ≅ϑ Α γ 【Λ : [ 9 φ召ε
, 门 ϑ 护 ∀ η

9

定义 Ε! Χ!
9

设 6γ ≅[, ∴
,

., 刀为一个信息系统,Υ 刀Λ 材加果 2 〔 Υ 且 才四。≅ΥΑ 习押刀≅Υ一42 ”
,

则称 2 在 Υ 中是不必

要的 χ否则称 2 在 Υ 中是必要的
9

进一步地
,

如果每一个 2 〔 Υ 都为 Υ 中必要的
,

则称 Υ 是独立的 χ否则
,

称 Υ 是依

赖的
9

如果 ∋‘刀
,

∋ 是独立的且 了 刀≅ΥΑ 习 。≅∀
,

则称 ∋ 是 Υ 的一个约简
9

称属性 ∋ 依赖于属性 Υ
,

当且仅当

才 ) ≅Υ ΑΛ 才脚刀≅∀
9
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% 形式概念分析

%9 ! 基本概念

定义 Χ! ‘!
9

形式背景 Ω 是一个三元组 Δ

Ωγ ≅[, ∴
,

几其中
,

[ 为所有对象的集合
,

∴ 为所有属性的集合
,

七[
Σ∴

为 [ 和 ∴ 中元素之间的关系集合
9

对于 Λ〔 [, 2 ‘∴
,

≅Λ, 2 Α‘ �或者 Λ 42 表示
“

对象 Λ 具有属性 2 ,’9

一个形式背景见表 %9 在这个形式背景中
,

对象集 [ 为病人集合
,

属性集∴ 为症状和症状值组成的序偶集合
9

对于症状
,

我们使用了缩写
,

Ξ 表示 Ξ:
3Ο3 δΜ :

泌表示 ∴16 δ4 :

一 ΚΙ, Θ 表示 Θ: 2α
:>3 <1 >: ,Ρ 表示 Ρ4 19 这样

,

对于对象

Λ 任 [ 和属性 2 γ ≅]
,

7 Α‘∴ ,≅Λ, 2 Α‘ �表示病人 Λ 在症状 ] 上的值为 79 例如
,

病人;4 具有属性≅Ξ, Ι 0Α
,

表示病人 ;4 在

症状 Ξ 上的取值为 Ι0
,

即该病人不头疼
,

其余情况类推
9

口

伪= 4: % ϑ 50 >们Ι 34 : 0 Ι <: Σ <

表 % 形式背景

≅Ξ ,Η:
6
Α ≅Ξ

, Ι 0
Α ≅∴ ,Η :6

〕 ≅材
,
Ι 0
Α ≅Θ, ΜΚΥΜ Α ≅Θ,

Ν:尽 ΜΚ召ΜΑ ≅Θ,
Ι 0

ϕ ς 《Ρ ,Η:6 Α ≅Ρ, Ι 0 Α

;! ∀ ! ! ∀ ! ∀ ∀ ! ∀

;? ! ∀ ∀ ! ! ∀ ∀ ! ∀

; Ε ! ∀ ! ∀ ∀ ! ∀ ! ∀

;Χ ∀ ! ! ∀ ∀ ∀ ! ∀ !

; � ! ∀ ∀ ! ! ∀ ∀ ∀ !

户 ∀ ! ! ∀ ∀ ! κ ς � 口

定义 & 4’ε
9

设 Ωγ ≅[ 泌刀为一个形式背景
9

对于集合 ϑ‘[, 记

ϑ 4γ 短2 住材一≅Λ
,

2 Α任 �
,

8 Λ 任ϑ η
9

相应地
,

对于集合 Υ ‘∴
,

记

Υ4γ �Δ ‘ [ 一≅Δ
,

2 Α。 �, Ν 2 。刀η
9

定义 Φ< ,ε
9

设 Ωγ ≅[, ∴刀为一个形式背景滩‘[, Υ ‘∴
,

称 Σγ ≅ϑ
,

ΥΑ 为 Ω 的一个概念
,

如果 ϑ 4

切 且 了γϑ
9

此时
,

称

ϑ 为 − 的外延
,

Υ 为 − 的内涵
9

我们用 Υ ≅幻记 Ω 的所有概念组成的集合
9

定义 Β! ,!
9

设 Ωγ ≅[, ∴力为一个形式背景,δ , γ ≅ϑ
! ,

Υ �
Α, ] 二≅ϑ %, 凡Α是 Ω 的两个概念

,

规定

− 一丛 从令今沌 9 # 产%≅骨Υ >二Υ ?Α
9

显然
,

关系
“

罗是集合Υ≅ 幻上的一个偏序
,

它可诱导出Υ≅ 幻上的一个格结构
,

可以证明
,

它是一个完备格
,

此完

备格称为形式背景 Ω 的概念格
,

在没有歧义的情况下
,

仍然记为Υ≅ 幻
9

定义 ∃! ,4
9

设 Ωγ ≅[ 泌乃为一个形式背景
,

Υ , ,

几二对
9

任给 Λ 。
川

,

若对任意 2 。几
,

有≅Λ ,2 Α。 �成立
,

则称属性集

Υ4 蕴涵属性集 凡
,

记为 Υ ,叶凡
,

称为 Ω 上的蕴涵
9

%9 % 多值背景
、

梯级背景及梯级

定义 #! ,4

一个多值背景是四元组≅[从., 几其中
,

[ 为对象集对 为属性集
,

7 为属性值域
,

七[ 沁材Σ 7 为三

元关系序偶
,

且当≅Λ
,

2 ,7 Α‘ �, ≅Λ, 2 ,Ν Α〔 �时有 7 γ , 成立
9

显然
,

多值背景和信息系统具有相同的含义
,

因此
,

我们对它们并不作区别
,

在文中统一使用信息系统这一

术语
9

我们知道
,

形式概念分析仅对值域为 ∀ 和 ! 的形式背景进行研究
,

而通常的信息系统即≅多值背景Α的值域具

有多值性
,

因此
,

要使用形式概念分析对信息系统进行研究
,

需要对信息系统进行转换
,

这就需要使用梯级背景

对信息系统进行梯级
9

具体地说
,

首先对信息系统的每个属性 2 根据合适的意义或额外的知识得到相应的梯级

背景
,

接着对信息系统利用梯级背景进行梯级就可以得到一个衍生的形式背景!Φ!
9

这个衍生背景就是信息系统

在形式概念分析中的相应背景
,

这样
,

我们就可 以利用形式概念分析的方法对此背景进行处理
9

在这个过程中
,

梯级背景起到了一个中介作用
,

并不是最终的形式背景
9

梯级背景的形式化定义如下 Δ

定义 4∀ 4’4
9

设≅[, ∴
,

., 乃为一个信息系统 ,2 ‘∴ 92 的一个梯级背景≅6δ3 4: Α是一个形式背景 凡γ≅ [ 。
,

材
用 ,

爪Α,
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满足

2 ≅[ Αγ ι2 ≅Λ Α!# 任 [ η二[ ,
9

由于在定义 !∀ 中仅要求 2 ≅[ Α‘氏
,

没有对 [ 9 和 材南作更多的限制
,

所以
,

我们通常需要对相应的梯级背景

加以限制
,

使得与实际情况更相符合
9

定义 Ι 4’4
9

设≅[, ∴
,

., 乃为一个信息系统
,

2 : ∴ 92 的一个名义梯级背景 ≅Ι 。而Ι3 4 6δ 34 :Α 是一个形式背景

凡γ≅氏
,

材
州 ,

几Α
,

它满足 Δ

4λ 氏
γ 材爪γ 2 ≅[ Αγ ι2 ≅Λ Α!# 任 [ η

,

% Α 对 Λ 任氏
, Ι 任材碗

,

有 Λ编Ι骨Λ γ Ι
9

对于表 ! 中的属性 Θ: 2α
:>3 <1 >:

,

其名义梯级背景见表 Ε, 其他属性的名义梯级背景见表 Χ9

!抽= 4: Ε

表 Ε

ΘΜ
: Ι 0
而

Ι 3 4 6: 3 4: 0 5 3

<<>Κ = 1 <: Θ: 2 ;: >3 >1 >: 介= 4: Χ ΘΜ : Ι 0 2 ΚΙ34 6: 3 4: 0 5 0 <Μ : > 3 <<>Κ = 1 <: 6

属性 Θ: 2α
: >3 <1 >: 的名义梯级背景 表 Χ 其余属性的名义梯级背景

Ψ七&  (

Ψ七& ! ∀

 0 ∀ !

利用属性的梯级背景可以将一个信息系统通过梯级转换为形式背景一般说来
,

梯级的方式也是 比较随意

的
,

也就是说
,

我们可以按照信息系统的特点及相应的领域知识对信息系统进行梯级
9

本文仅考虑一种梯级
,

即

平面梯级
9

定义 !% �’ε
9

设≅[, ∴
,

7 刀为一信息系统
,

凡Δ≅ [ 9
月从

,

几Α为梯级背景
,

其中
,

2 任∴
9

记

∴
9 γ �2 ηΣ ∴

9 γ ι≅2
, Ι Α�Ι 任 ∴

9
!

9

一个由平面梯级衍生的背景≅Ο : Ο Ν: Ο : 0 Ι <: Σ < 7 Κ<Μ > : 6 α: : < <0 α 43 ΚΙ 6 : 3 4ΚΙ Λ Α为一个形式背景≅[
,

 , /Α
,

其中
,

 γ

, ∴
· ,

对于 Λ 0 [
,

≅2
, Ι Α。 ∴

。 ,

二元关系 / 由下式确定 Δ

月咬 ∴

Λ/≅ 2
, Ι Α骨�≅ 2

,
Λ Αγ 7 且 7编Ι

9

直观上
,

一个由平面梯级衍生的背景就是保持原信息系统中的对象不变
,

由梯级背景 凡的梯级属性代替多

值属性 2 而得到的一个形式背景
,

而结合信息系统和梯级背景得到衍生背景的过程便是平面梯级
9

对表 4进行

平面梯级后衍生的背景见表 %, 其中所用到的名义梯级背景见表 Ε 和表 Χ9

Ε 形式概念分析对粗糙集的表示

本节中
,

我们将用形式概念分析对粗糙集理论中的一些概念加 以表示
9

下文中
,

若非特别说明
,

我们对信息

系统进行平面梯级所用到的梯级背景均是名义梯级背景
9

定理 !≅等价类表示Α
9

设 ≅[, ∴
,

., 乃为一个信息系统,≅[,  , 刀为相应的平面梯级衍生背景滩‘[, Υ ‘∴
,

脚为信

息系统中属性集 Υ 在衍生背景中相应属性集
,

即

刀刀二【≅2
, Ι Αμ2 任 Υ

, Ι 任材
2
η

9

对于 Λ〔 [, 4Λ ε。表示在信息系统中由 Λ 决定的 Υ 等价类
,

在衍生的形式背景中
,

令

φ君ε
, γ 【Μ δ [ 4Λ 了 门 Υ , γ Μ / 门 刀二 Α

,

其中
,

扩和 Μ, 表示衍生背景中对象 Λ 和对象 Μ 相对应的内涵
,

则有面
, 二 φ幻

,
9

证明 Δ首先证明 φΛ4
。 ‘ 「川

,
9

设 Μ ∗ φΛε Υ ,

由φΛε , 的定义可知≅Λ, ΜΑδ � ) ≅ΥΑ
,

再由不可分辨关系的定义
,

对任意的

2 ‘刀
,

我们有 �≅ Λ
,

2 Αγ �≅ Μ
,

2 Α
9

令 �≅ Λ, 2 卜�≅ Μ, 2 Αγ 7 任
践

9

在名义梯级背景孔 中
,

对任意的 Ι δ

呱
,

我们有 �≅ Λ, 2 卜7 且 7 几Ι ,

当且仅当 �≅Μ, 2 Αγ 7

且 7编Ι ,

即 Λ /≅ 2
,

ΙΑ 0 Μ/≅ 2
,

ΙΑ
9

由 2 和 Ι 的任意性及 Υ  的定义可知
,

对任意的 = 任 Υ  有 Λ Γ= 骨ΜΓ =
,

因此
,
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岁门‘幼
/门刀川

,

即 , 。面
。

9

其次
,

我们证明面
, 二 φΛε

,
9

设 Μ。丽
, ,

对任意的 2 0 Υ 及 。。

呱
,

由面
,

和 凡 的定义有 沙
Υ γ Μ, 朋

, ,

即

Λ/≅ 2
, Ι Α骨Μ/≅ 2

, Ι Α
9

因此
,

存在 7 4 ,

7 ?任 2 ≅[ Αγ氏
,

使得

�≅ Λ
,

2 Αγ 7 4且 7 一几Ι骨�≅Μ
,

2 Αγ 7 ?且 7 ?几Ι

成立
9

由于 7 , 9 7 ?∗ [ 。 ,Ι ‘

呱
,

从而 由定义 !! 有
,

74 γ Ι骨74 编Ι骨7 ?几Ι骨7 ?γ Ι ,

即 74 γ 7 ?γ Ι ,

这意味着对任意

2 〔 丑
,

�≅ Λ
,

2 Αγ �≅ Μ
,

2 Α
9

因而有≅Λ
,

ΜΑ。 才四刀≅Υ Α
,

从而 Μ〔 φΛ εΥ
9

因为 φ6 ε
, 二 φΛ ε

,

且 φΛ ε
, ‘ φΛ ε

。 ,

所以 φΛ ε
, γ φΛ ε

,
9

)

例 ! Δ在信息系统表 ! 和衍生的名义梯级背景表 % 中
,

取 Υ抓∴16 δ4 :一3Κ Ι, Θ: 2α
:>3 <1 >: η

,

通过计算得到

才入) ≅Υ Αγ ≅【; �η
,

ι;? ,; & η
,

ι; Ε ,; Φ η
,

ι;Χ ηη
,

刀刀二 ι≅∴ ,Η : 6Α
,

≅∴
, Ι 0 Α

,

≅Θ, ΜΚΛ ΜΑ
,

≅Θ, Ν:>Η ΜΚΛ ΜΑ
,

≅Θ, Ι 0
>2

3 4Αη
,

�夕!』
, γ ι夕4η

,

�夕%ε
Δ γ !夕%

,

夕& η
,

【夕Εε
, γ ι夕Ε

,

α Φ卜 φα Χ ε
, γ ια Χ η

·

由才四。≅Υ Α可以看出
,

对任意的 Λ 任 [
,

都有 【Λε
, γ φ Λ!

,
9

另外
,

由定理 !可以看出
,

对任意的 Λ : [, 在衍生背景可以得到相应的 φΛε
, ,

再由「Λε
, γ φΛε

, ,

从而可以得到一

个与 。刀 完全相同的划分
,

即 [ ⎯ Υ γ 《φΛε
, �Λ δ [ ηγ ι!#ε

, 4Λ ∗ [ η
,

这表明粗糙集中的等价划分可以通过衍生背

景来实现
9

定理 %≅ 上下近似表示Α
9

设≅[, ∴
,

., 乃为一个信息系统
,

≅[人刀为相应的平面梯级衍生背景产‘[, Υ‘∴
,

Υ≅ ϑΑ

和 旦≅ϑ Α分别为信息系统中 ϑ 关于 Υ 的上近似和下近似
,

则

Υ ≅ϑ Α γ ιΛ 任 [ 4φΛ ε
, 门 ϑ 护 ( η

,

旦≅ϑ Α γ 【Λ 〔 [ μ φΛ ε
, 二 ϑ η

9

证明Δ 由定理 ! 知【Λ ε3 γ 〔Λ ε
, ,

再由定义 % 可知结论成立
9

口

上下近似在粗糙集中是最基本的也是最重要的概念
,

许多工作都离不开上下近似
9

例如
,

粗糙集中的近似精

度是基于上下近似
,

它将集合的不精确性定量化
9

由等价关系 Υ 二∴ 定义的集合 ϑ‘[ 的近似精度为

3Υ ≅ϑ Α γ
旦≅ϑ Α

Υ ≅ϑ Α

基于定理 么我们可以对近似精度在衍生背景中进行如下表示

3Υ ≅ϑ Α γ
≅Λ 任 [ 4φΛ ε

, ‘ ϑ η

ιΛ 任 [ �φΛ ε
, 门 ϑ 价 ( η

在粗糙集中
,

还有其他一些重要的概念4Χε 也是基于上下近似的
,

如集合的上粗相等
、

下粗相等
、

粗相等
,

粗

糙集的 Χ 个拓扑特征
,

即粗糙可定义
、

内不可定义
、

外不可定义和全不可定义
,

这些概念都可以由定理 % 直接

推导出来
9

定理 Ε
9

设≅[泌
,

., 刀为一个信息系统 ,≅[,  , 刀为相应的平面梯级衍生背景
,

Υ 二∴
,

2 ‘ Υ, 则

4η 2 在 Υ 中是不必要的
,

当且仅当对任意的 Λ 〔 [
,

φΛε
, γ 【川洲

9

!χ

%Α Υ 是独立的
,

当且仅当对任意的 2 任Υ, 存在 Λ 0 [, 使得 φ6ε 州
9 , ‘ φΛε

,
·

证明 Δ 4Α 在粗糙集中
,

2 在 Υ 中是不必要的
,

当且仅当了 。≅ΥΑ 习 。≅Υ__ ι2 ”
,

即对任意的 Λ 任 [ 有 φΛ εΥγ 【Λ εΥ
一

同
,

由定理 4 知面
, γ 【Λε

,

且面、
9 , 一 φ幻。

。 , ,

因此有面
, 一
面。

9 , ,

故有 4Α 成立
9

%Α Υ 是独立的
,

当且仅对当任意的 2 ‘ Υ 都为 Υ 中必要的
,

即对任意的 2 任Υ, Ζ8 ) ≅ΥΑ 护� ) ≅Υ 一42 ηΑ
,

由于

才 。≅刀一 ι2 ηΑ二才 。≅3 Α
,

所 以了 刀≅Υ 一 42 ηΑ‘ 才 。≅Υ Α
,

此时
,

必然存在 Λ 0 [ 且 φ6 ε
3。。 , ‘ φ, ε

, ,

即 φ, ε
6月 9 Α‘ φ χ ε

,
·

)

定理 Χ≅ 约简表示Α
9

设≅[从., 乃为一个信息系统 ,≅[, 从刀为相应的平面梯级衍生背景
,

∋二刀二材
,

则 ∋ 是 Υ 的

一个约简当且仅当

4Α 对任意的 :任 δ
,

存在 Λ δ [
9

使得 φΛ ε
δ 气 。, ‘ φΛ ε

。 χ
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%Α 对任意的 Λ 任 [
,

!# ε
, γ φΛ ε

。
9

证明 Δ由粗糙集约简的定义
,

∋是 Υ 的一个约简
,

当且仅当 ∋是独立的且 %刀。≅ΥΑ 习 。≅口
9

由定理 Ε 的 %Α 可知
,

∋

是独立的
,

当且仅当对任意的 陇 ∋, 存在 Λ 0 [
,

使得 〔川叫δ4 ‘ φΛ!
。 ,

即 δ 是独立的
,

当且仅当条件 4Α 成立
·

又

%刃刀≅Υ Αγ 扒旧≅∀
,

当且仅当对任意的 Λ 任 [
,

φΛ εΥγ φ川。,

即 φΛε
, γ φΛε

。 ,

因此 才 刀≅ΥΑ 二扒。≅∀
,

当且仅当条件 %Α 成立
9

于

是定理成立
9

口

例 % Δ在信息系统表 4 中
,

取 Υ γ ιΞ:
3由δ Μ:

,

∴ 1 6 δ 4: , 3 ΚΙ
,

Θ:即
:>3 <1 >: η

,

∋γ ιΞ:
3 Ο3 : Μ:

,

Θ:即
: >3 <1 >: η

,

计算可得

/四刀≅Υ Αγ 才四) ≅∀ γ ιι;4 η
,

ι; Ε η
,

�;Χ η
,

ι;? ,; & η
,

ι;Φ ηη
,

才四刀≅∋__ 《Θ: 2α
: >3 <1 >: ηΑγ 【‘; �,;Χ ,; Φ !

,

ι; ? ,; Ε ,; & ηη护桥刃≅∀
,

了 ) ≅∋__ ιΞ:
3 Ο3 :Μ : ηΑγ ιι; �,; % ,; & η

,

硬; Χ η
,

ι; Ε ,; Φ ηη转扒旧≅∀
9

从而
,

∋ 是 Υ 的一个约简
9

在衍生的名义梯级背景表 % 中
,

计算得到

刀庐 ι≅月理 : 6 Α
,

≅Ξ, Ι 0 Α
,

≅∴
,

Η: 6Α
,

≅∴
, Ι 0 Α

,

≅Θ, ΜΚΛ ΜΑ
,

≅Θ, Ν: >Η ΜΚΛ ΜΑ
,

≅Θ, Ι 0
>2

3 ( η
,

]
二 !≅Ξ

,

Η: 6 Α
,

≅Ξ
, Ι 0 Α

,

≅Θ, Μ ΚΛ ΜΑ
,

≅Θ, Ν: >Η ΜΚΛ ΜΑ
,

≅Θ, Ι 0
>2

3 4Αη
9

相应于定理 Χ 中的条件 %Α
,

有

φ夕4ε
, γ φ夕4ε

。 γ ι夕4η
,

φ尸%ε
, γ φ夕%ε

。 γ ι夕%
,

夕& η
,

φ α Εε
。 γ φα Εε

: γ ι夕Εη
,

φα Χ ε
, γ φ夕Χ ε

: γ 《α Χ η
,

φ夕Φ ε , γ φ α Φ ε
。 γ !夕Φ η

·

对于 ιΞ:
3 Ο3 δΜ 。 η任 δ, 存在 α 4

,

�夕4ε
δ 一5

ϕ
, γ ι尸4

,

α ?
,

夕& η蜓 ι尸4ηγ φ尸4ε
。

9

对于 ιΘ: 2α
:>3 <1 >: η〔 ∋, 存在 α 4

,

φ夕4ε
δ 一

哑, , , γ 毛尸4
,

尸Χ
,

夕Φ η‘ ια 4η γ φ尸4ε
。

9

即 ∋ 满足定理 Χ 的条件 4Α
,

从而验证了 ∋ 为 Υ 的一个约简
9

定理 &≅ 依赖表示Α
9

设≅[, ∴
,

., 刀为一个信息系统
,

≅[,  , 刀为相应的平面梯级衍生背景
,

Υ, 住∴, 则 ∋ 依赖于

Υ
,

当且仅当对任意的 Λ ‘ [, 存在 Μ δ [, 使得 φ幻
, 二 φΜε

。
9

证明 Δ由于 δ 依赖于 Υ
,

当且仅当 刀Ν。≅ΥΑ 。脚) ≅ς
,

即对任意 Λ δ [, 存在 Μ任[, 使得φ幻Υ‘〔Μ εδ
9

再由定理 ! 有

φΛ ε
。 γ φΛ ε

Δ

且 φΜ4
δ γ φΜ4。

,

从而 φΛ ε
Δ ‘ φΜε

。 ,

结论成立
9

口

例 ΕΔ 在信息系统表 ! 中
,

取 Υ γι Ξ:
3面δΜ :, Θ: 2α

:>3 <1 >: η
,

δγ ι∴1 6δ 4: 少3Κ Ιη
,

计算可得

户 ( ≅Υ Αγ ιι; � η
,

ι; Ε η
,

ι;Χ η
,

ι;?尹& η
,

ι夕Φ ηη/ 口≅∀ γ ιι夕4夕Ε ,; Χ ,; Φ η
,

ι;? ,; & ηη
,

由 了 ) ≅Υ Α二才 ( ≅∀ 可知
,

∋ 依赖于 Υ9

在衍生的名义梯级背景表 % 中
,

可得

脚
二≅≅刀/ 亡6Α

,

≅Ξ, Ι 0 Α
,

≅Θ, Μ ΚΛ Μ Α
,

≅Θ, Ν :>Η Μ ΚΛ ΜΑ
,

≅Θ, Ι 0
>2

3 4Α卜

]
二厦≅∴ ,Η:

6Α
,

≅∴
, Ι 0 Α η

9

进而有

φ尸4ε
, 二 φα 4ε

: ,

φ尸% ε
3 ‘ φα ?ε

: ,

φ夕Εε
, ‘ φ尸Εε

δ ,

φ夕Χ ε
, 二 φ夕Χ ε

。 ,

φ夕Φ ε
, 二 φ夕Φ ε

δ
9

从而验证了 ∋ 依赖于 Υ9

Χ 上近似与外延之间的联系

设≅[, ∴
,

., 乃为一个信息系统
,

≅[,  , 刀为相应的平面梯级衍生背景
,

在≅[, ∴
,

., 刀中对象集 ϑ‘[ 包含于它的

上近似丽≅ϑΑ 中
,

即 ϑ 二丽≅ϑΑ
9

而在≅[, 从刀中
,

对象集 ϑ 包含在它的外延 ϑ // 中
,

即 ϑ以,,9 那么
,

丽≅ϑΑ 和 ϑ /, 之间

有什么关系呢 ν一般说来
,

我们有下面的定理
9

定理 Φ
9

设≅[, ∴
,

., 乃为一个信息系统,≅[,  , 刀为相应的平面梯级衍生背景滩二[
,

∴ ≅ϑΑ 为 ϑ 在≅[, ∴
9

., 乃中
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相对于 ∴ 的上近似产/Γ 为 ϑ 在衍生背景≅[,  , 刀中相对应的外延
,

则丽≅ϑΑ 二 ϑ /Γ
9

证明 Δ若 Λ 。 丽≅ϑ Α
,

由上近似的定义有
,

φΛ 4∴ 厂讲泌
,

此时
,

存在 Λ ,。 φΛ ε∴ 且 # !。ϑ
9

由 φΛ ε , γ

面
, ,

有 Λ , 。

丽
, ,

而面
, γγ ι, 。 [ 一Δ

’门∴
、 γ ο / 。材

,

>γ ι, 。 [ �Δ ’ 。那 γ 、, 。万卜 ι, 。 [ 一。/ γ 、,

Α
,

所以有 Λ , γ Λ了
9

在衍生背景

中
,

这意味着 Λ // γ Λ产
9

又因为 Λ 币ϑ
,

因此 Λ 尸‘ ϑ //
,

从而 Λ 。 Λ ,Γ γ Λ尸‘ ϑ /, ,

即 Λ 。 ϑ代所以丽≅ϑΑ 二 ϑ //
9

口

需要说明的是
,

上述定理结论中
,

逆包含一般情况下并不一定成立
,

例如集合ι; Ε ,;Χ!
,

材≅《夕Ε
,

α Χ ηΑ γ 4α Ε
,

夕Χ η
,

ι夕Ε
,

夕Χ η,/ γ ια 4
,

夕Ε
,

夕Χ
,

α Φ η
9

显然
,

对≅ι尸Ε
,

α Χ ηΑ‘ ι尸Ε
,

α Χ η//
,

但逆包含不成立
9

& 形式概念分析对粗糙集的扩展

我们知道
,

在使用粗糙集进行分析和处理数据时
,

并不需要额外的信息或知识
,

这是粗糙集的优点
,

但也是

它的不足之处
9

也就是说
,

粗糙集在处理某些需要额外信息或知识的数据时
,

就会显得无能为力
9

例如表 ! 中
,

对

于属性 Θ: 2α
: >3 <1 >:, 在默认的情况下

,

粗糙集理论会认为属性值 Ι0 ϕ 4, ΜΚ 劝
,

Ν: >Η ΜΚ 动 之间是无关的
,

也就是说
,

属性 Θ: 2α
:>3 <1 >: 的 Ε 个属性值之间无蕴涵关系

,

从表 Ε 我们可 以看出这一点
9

结合表 ! 和表 %, 我们还可以看出
,

如果一个病人≅比如病人 ;Ε Α的 Θ: 2α
:>3 <1 >: 是 Ν: >Η ΜΚΛΜ

,

即这个病人的体温很高
,

那么这个对象的 Θ: 2α
:>3 <1 >:

必然不是 ΜΚΛ Μ
,

即这个对象的体温不高
9

虽然有时我们会认为 ΜΚΛ Μ 和 Ν: >Η ΜΚΛ Μ 是无关的
,

然而更多的时候
,

我们

可能认为 ΜΚΛ Μ 和 Ν: >Η ΜΚΛ Μ 之间是相关的
,

即我们可能认为 Ν: >Η Μ ΚΛΜ 也是 Μ ΚΛ Μ
,

见表 &
9

Θ3 = 4: & ϑ Ι 0 <Μ: > 6 :34 : 0 5 3 <<>Κ = 1 <: Θ: 用;:>3 >1 >:

表 & 属性 Θ: 2α
:>3 <1 >: 的另一梯级背景

 0 ϕ
!

9

万咭几 8:甲 Μ咭Μ

 0 >阴四! ! ∀ ∀

月心Μ ∀ ! ∀

κ
8: 叹丛召五 叼 ≅

κ
!

κ将表 Χ 和表 & 作为梯级背景
,

以平面梯级的方式对表 ! 进行梯级
,

得到的衍生背景见表 Φ9

!知= 4: Φ Ρ0 > 们以3 4 : 0 Ι <: Σ <

表 Φ 形式背景

α3<Κ
:Ι < ≅Ξ

,

Η: 6Α ≅Ξ
,
Ι 0
Α ≅∴

,

Η: 6Α ≅∴
,
Ι 0
Α ≅Θ, ΜΚΥ ΜΑ ≅Θ,

Ν :甲 Μ怡Μ Α ≅Θ,
Ι 0

ϕ ( ≅Ρ, Η: 6Α ≅Ρ
,
Ι 0
Α

;� ∀ ! ! ∀ ! ∀ ∀ ! ∀

;? ! ∀ ∀ ! ! ∀ ∀ ! ∀

; Ε ! ∀ ! ∀ ! ! ∀ ! ∀

;Χ ∀ ! ! ∀ ∀ ∀ ! ∀ !

; � ! ∀ ∀ ! ! ∀ ∀ ∀ !

从表 & 和表 Φ 我们可以看出Δ若一个病人的体温正常≅Ι0 >2 34Α
,

那么
,

此病人的体温不高≅没有属性 Μ ΚΛΜΑ
,

也不

是非常高≅没有属性 Ν: >Η ΜΚ ΛΜ Αχ 若一个病人的体温高≅ΜΚ Λ ΜΑ
,

那么
,

此病人的体温不正常≅没有属性 Ι

ϕ
34 Α

,

但不是

非常高≅没有属性 Ν: >Η ΜΚ ΛΜΑ χ若一个病人的体温非常高≅Ν: >Η ΜΚΛ ΜΑ
,

那么
,

此病人的体温不正常≅没有属性 Ι0 >2 3Κ Α,

而且体温高≅有属性 ΜΚ ΛΜ Α9

从形式概念分析的角度来看,≅Ξ, Η:6 Α分≅Θ, ΜΚΛ ΜΑ 并不是形式背景表 % 的一条蕴涵
9

也就是说
,

并不是所有的病

人头痛时都会导致体温高
,

这是因为病人 α Ε 头痛≅具有属性≅Ξ, Η:6 ΑΑ 但体温却不高≅不具有属性≅Θ, Μ ΚΛ ΜΑ Α
9

然而

≅Ξ, Η: 6Α 弓≅Θ, ΜΚΛ ΜΑ 却是形式背景表 Φ 的一条蕴涵
,

从表 Φ 我们可以清楚地看出这一点从实际的意义看
,

因为 α Ε

头痛且其体温非常高
,

因而可以说 ,; Ε 体温也是高的
,

所以蕴涵≅Ξ9 Η:6 Α分≅Θ, ΜΚΛ ΜΑ 与实际是相符合的
9

显然
,

从形式背景表 % 可以得到信息系统表 !
9

同样
,

相应于表 Φ, 我们可以得到表 Β9

由表 Β 可以看出
,

它 已不再是一个信息系统
,

原因是病人 ;Ε 和 α Φ 在属性 Θ: 2α
:>3 <1 >: 下的值己经变为一个

集合
,

粗糙集理论中并没有相应的处理方法
,

而形式概念分析却可以从相应的表 Φ 中提取出蕴涵
9

由上面的例子可以看出
,

粗糙集理论的局限在于被处理的信息系统值域中的各值之间必须是无蕴涵关系



曲开社 等Δ形式概念分析对粗糙集理论的表示及扩展 % !∃ !

的
9

我们前面的表示理论也说明了这一点
9

在上面的例子中
,

由于我们选择 了不同的梯级背景
,

而得到了不同的

衍生背景
,

进而必然会产生不同的结论
9

因而我们可以利用这一点来对粗糙集理论进行扩展
,

一般情况下
,

我们

可以利用常识或额外的信息或知识来得到梯级背景
,

这样就会产生相应的衍生梯级背景
9

此时加果我们从衍生

背景中提取规则
,

则得到的规则就更为细致
,

进而可能获取一些额外的知识
,

这一点在粗糙集中是无法做到的
9

事实上
,

由表 Β 我们可 以看出
,

只有对全部的属性采用名义梯级背景得到的衍生背景才可以还原为信息系

统
,

而采用其他梯级背景!Φ! 得到的衍生背景将不能还原为信息系统
9

利用这一点
,

我们可以对粗糙集理论中的信

息系统概念进行扩展
,

而研究扩展意义下的粗糙集模型也将是一项有意义的工作
9

Θ3 = 4: Β ΘΜ
: ∋0

>>:
6;0 Ι Ο ΚΙ Λ <3= 4: 0 5几= 4: Φ

表 , 表 Φ 的相应表格

塑Ψ:6Η:6

Ψ:6 0 0Η:6

ΞΚ Λ Μ

月心Μ

厦Ν : >Η ΜΚΛ Μ
,

ΜΚΛ Μ η
 Ο >洲月3 4

月止召Μ

嘛一Ψ:6 0Ψ:6Η:6架
 0Ψ:6Ψ:� 0Ψ:6 0;�;?闪;Χ冲

Φ 结 论

对粗糙集和形式概念分析进行融合是人工智能领域的研究热点
9

本文利用形式概念分析中名义梯级背景

和梯级的概念
,

证明了粗糙集中的上下近似
、

属性依赖等核心概念都可以在衍生的平面梯级背景中进行表示
,

这也为两者的融合提供了一个理论平台
9

用形式概念分析对信息系统进行研究的优点在于
,

对不同的领域可以

灵活地选择梯级背景和梯级方式
,

其缺点是梯级后的属性较多
,

而这个问题可以采用文献 φ4 Φε 中提出的属性约

简理论进行处理
9

在第 & 节中
,

我们还揭示粗糙集在分析处理数据时的局限性
,

对于不同的领域和不同的问题
,

我们可以依据

实际情况及一些额外的信息选择不同的梯级背景和梯级方式
,

由此获取的知识可能会更具有应用价值
,

我们将

进一步对此进行研究
9
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